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0.1 Ïðåäèñëîâèå0.1.1 Ïðåäèñëîâèå ê ïåðâîé ýëåêòðîííîé âåðñèèÊóðñ ëåêöèé ïîñâÿùåí çíàêîìñòâó ñî ñïåöè�è÷åñêèì ðàçäåëîì ìàòå-ìàòèêè � ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè. Ïîä ñïåöèàëüíîé �óíêöèåé ìîæíîïîíèìàòü ëþáóþ �óíêöèþ, íå âõîäÿùóþ â ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ �óíê-öèé, èçó÷àåìûõ â øêîëüíîì êóðñå àëãåáðû è àíàëèçà. Êîíå÷íî ýòî îïðå-äåëåíèå íåêîíñòðóêòèâíî. Îòáîð ìàòåðèàëà äëÿ ïðåäëàãàåìîãî êóðñàëåêöèé ñâÿçàí ñ ìîèìè íàó÷íûìè èíòåðåñàìè â îáëàñòè íåëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñïåö�óíê-öèé îñíîâàí íà àíàëèçå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé.Ýòîò ñïåöêóðñ ÷èòàëñÿ ïÿòèêóðñíèêàì Ó�èìñêîãî ÀâèàöèîííîãîÒåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòå-ìàòèêå, â îñåííåì ñåìåñòðå 1999-2000 ó÷åáíîãî ãîäà, à òàêæå ñòóäåíòàì-ìàòåìàòèêàì 3-ãî è 4-ãî êóðñîâ Áàøêèðñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî Óíèâåð-ñèòåòà, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, â âå-ñåííåì ñåìåñòðå òîãî æå ó÷åáíîãî ãîäà. Õî÷ó âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòüâñåì ìîèì ñëóøàòåëÿì çà ïðîÿâëåííûé èíòåðåñ è âíèìàíèå.Î. Êèñåëåâok�ufanet.ru0.1.2 Ïðåäèñëîâèå ê ïåðâîìó ïå÷àòíîìó èçäàíèþÏî ñðàâíåíèþ ñ ýëåêòðîííîé âåðñèåé, äîñòóïíîé â ñåòè èíòåðíåò ñ2000 ãîäà, â ïðåäëàãàåìîì âàðèàíòå äîáàâëåíû ðàçäåëû ïðî èíòåãðàëûÔðåíåëÿ, �óíêöèþ Ýéðè è �óíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Èçìå-íåí ðàçäåë î ãàììà-�óíêöèè, èñïðàâëåíû íàéäåííûå îïå÷àòêè, äîáàâ-ëåíû ãðà�èêè. Ëåêöèè ñîïðîâîæäåíû çàäà÷àìè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãîïðîÿñíåíèÿ ÷èòàòåëåì íåêîòîðûõ íåðàçîáðàííûõ â òåêñòå òåì.Áëàãîäàðþ È.�. Ïðîêøèíó çà ïîääåðæêó è äîö. Ñ.�. �ëåáîâà çà ïîëåç-íûå çàìå÷àíèÿ. Èçäàíèå ïå÷àòàåòñÿ â ðàìêàõ ëåêöèé "Ìåæäóíàðîäíîéó�èìñêîé øêîëû-êîí�åðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è �èçèêå äëÿ ñòóäåíòîâ,àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ". Î. Êèñåëåâok�ufanet.ruÓ�à, èþíü 2012



�ëàâà 1Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ è ñïåöèàëüíûå�óíêöèèÂ ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ãàììà-�óíêöèÿ, èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ, ãè-ïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, �óíêöèÿ Ýéðè è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåñ-ñåëÿ � �óíêöèè Áåññåëÿ è �àíêåëÿ. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû â âèäå èíòåãðàëîâ òèïà Ôóðüå. Âûâîä òàêîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îáðàçàõÔóðüå. Ñîáðàííûå çäåñü �óíêöèè îáúåäèíÿåò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ è ñïî-ñîáû èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ � ðÿäû Òåéëîðà, òåîðåìà Êîøè è ìåòîäñòàöèîíàðíîé �àçû.1.1 �àììà-�óíêöèÿ.Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàììà-�óíêöèè ïîëó÷åíî êàê ðåøåíèåðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ãàììà-�óíêöèè â ïîëþ-ñàõ. Âûâåäåíà �îðìóëà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-�óíêöèé.1.1.1 ÎïðåäåëåíèåÅñëè ïðîâåñòè ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ, òîîêàæåòñÿ, ÷òî âîñêëèöàòåëüíûé çíàê âñòðå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî ÷àùå âî-ïðîñèòåëüíîãî. Ïî÷åìó? Ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ìàòåìàòèêèòàê âûðàæàþò ñâî¼ âîñòîðæåííîå îòíîøåíèå ê ñâîèì ðàáîòàì. Ýòî âïå-÷àòëåíèå âåðíî òîëüêî îò÷àñòè. Äåëî â òîì, ÷òî âîñêëèöàòåëüíûé çíàê âìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäàõ îáû÷íî îçíà÷àåò âçÿòèå �àêòîðèàëà êàêîãî-ëèáî7



8 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿöåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà:
n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n.Ôóíêöèþ �àêòîðèàë ìîæíî åùå çàïèñàòü â âèäå ðåêóðñèîííîãî ñî-îòíîøåíèÿ:

(n + 1)! = (n+ 1) · n!.Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ
n. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå õîðîøî áû íîâóþ �óíêöèþ îáîçíà÷èòü ïî-äðóãîìó, ÷òîáû íå ïóòàòü ñ õîðîøî çíàêîìîé �óíêöèåé �àêòîðèàë.Îáîçíà÷èì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ z, à èñêîìóþ �óíêöèþ Γ(z).×òîáû �óíêöèÿ áûëà ïîõîæà íà �àêòîðèàë, çàïèøåì ñîîòíîøåíèå:

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.1)Íà ýòó �îðìóëó ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óðàâíåíèå. Îäíî èç ðåøå-íèé ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ãàììà-�óíêöèåé. �åøåíèå óðàâíåíèÿ(1.1) ïîõîæå íà �óíêöèþ �àêòîðèàë, íàïðèìåð, äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Γ(n) ≡ (n+ 1)!.Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè õîðîøî áû åù¼ îáúÿâèòü îáëàñòüîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè Γ(z) è îáëàñòü å¼ çíà÷åíèé. Íî ïîêà ýòîãî äå-ëàòü íå áóäåì. Áëèæàéøàÿ çàäà÷à � ïðåäñòàâèòü õîòü êàêîå-òî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (1.1), íàïðèìåð, äëÿ âåùåñòâåííûõ z. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ�îðìó çàïèñè, â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ ýòî óðàâíåíèå íå ðåøàåòñÿ.�àììà-�óíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà èëè â âèäå èíòåãðàëà. Äëÿèçó÷åíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ãàììà-�óíêöèè îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ èíòå-ãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì.1.1.2 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåÁóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) â âèäå èíòåãðàëà Ëàïëàñà:

Γ(z) =

∫ ∞

−∞
Γ̃(p) exp(−pz)dp.Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

zΓ(z) = z

∫ ∞

−∞
Γ̃(p) exp(−pz)dp =

−Γ̃(p) exp(−pz)
∣

∣

∣

∣

p=∞

p=−∞
+

∫ ∞

−∞

dΓ̃(p)

dp
exp(−pz)dp. (1.2)



1.1. �àììà-�óíêöèÿ. 9Êîíå÷íî, ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû äëÿ âíå-èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà. Çàðàíåå íàì íåèçâåñòíî ïîâåäåíèå îáðàçà Γ̃(p) ïðè
p→ ±∞.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç ãàììà-�óíêöèè òàêîâ, ÷òî ñóììà âíåèíòå-ãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà íóëþ. Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå,êîíå÷íî, íàäî áóäåò ïðîâåðèòü, âåðíî ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå.Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ(z + 1) =

∫ ∞

−∞
Γ̃(p) exp(−pz) exp(−p)dp.Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) äëÿ îáðàçà ãàììà-�óíêöèè èìååò âèä:

Γ̃(p) exp(−p) =
dΓ̃(p)

dp
.Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü, ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå:

dΓ̃

Γ̃
= exp(−p)dp,èëè

Γ̃ = −C exp(− exp(−p)), ãäå ïàðàìåòð C íå çàâèñèò îò p.Ïðîâåðèì ñâîéñòâà âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëå (1.2).
lim

p→−∞
exp(− exp(−p)) exp(−pz) = 0;

lim
p→+∞

exp(− exp(−p)) exp(−pz) =

{

0, z > 0;
∞, z ≤ 0.Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè z > 0.Çíàÿ îáðàç Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), ëåãêî ïîëó÷èòü èâûðàæåíèå äëÿ ïðîîáðàçà:

Γ(z) = C

∫ ∞

−∞
exp(− exp(−p)) exp(−pz)dp.Ýòî íåêàíîíè÷åñêàÿ �îðìóëà, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè åå ê âèäó, ïî-ëó÷åííîìó Ýéëåðîì, íàäî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:

t = exp(−p), òîãäà èíòåãðàë ïðèìåò âèä:
Γ(z) = C

∫ ∞

0

exp(−t)t(z−1)dt.



10 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÂìåñòî C ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ C(z+
1) = C(z). �àììà-�óíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå, òàêîå, âêîòîðîì C ≡ 1.

Γ(1) = C

∫ ∞

0

exp(−t)dt = 1.Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ ãàììà-�óíêöèè:
Γ(z) =

∫ ∞

0

exp(−t)t(z−1)dt. (1.3)Ýòà �óíêöèÿ î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ. Ïðèðàáîòå ñî ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè, ïîæàëóé, äàæå ÷àùå, ÷åì âîñêëè-öàòåëüíûé çíàê.Ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ �îðìóëîé (1.3), äåéñòâèòåëü-íî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1), ìîæíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ èíòåãðàë âïðàâîé ÷àñòè ýòîé �îðìóëû ïî ÷àñòÿì:
Γ(z) =

tz

z
exp(−t)

∣

∣

∣

∣

t=∞

t=0

+
1

z

∫ ∞

0

exp(−t)tzdt =
1

z
Γ(z + 1).1.1.3 Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ïîëþñûÂ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (1.3) ïðè t → ∞ ýêñïîíåíòà exp(−tz)ïðè Re(z) > 0 óáûâàåò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì ðàñòåò àëãåáðàè÷åñêàÿ�óíêöèÿ t(z−1). Îñîáåííîñòü â íóëå � èíòåãðèðóåìàÿ, ïîýòîìó íåñîáñòâåí-íûé èíòåãðàë â (1.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè Re(z) > 0.Ïðîäè��åðåíöèðóåì Γ(z):

dΓ

dz
=

∫ ∞

0

exp(−t) log(t)tz−1dt.Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re(z) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ãàììà-�óíêöèÿ ãîëî-ìîð�íà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà z.Íåïðèãîäíîñòü èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.3) ïðè Re(z) ≤ 0 íåîçíà÷àåò, ÷òî ïðè Re(z) ≤ 0 íå îïðåäåëåíà ñàìà ãàììà-�óíêöèÿ � ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (1.1).Èññëåäóåì ïîâåäåíèå Γ(z) â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
Γ(z+1). Â îêðåñòíîñòè z = 0 �óíêöèÿ Γ(1+ z) ãîëîìîð�íàÿ, îíà ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå:

Γ(z + 1) = 1 + zf(z),



1.1. �àììà-�óíêöèÿ. 11ãäå f(z)� ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ â îêðåñòíîñòè z = 0. Èç �îðìóëû (1.1)ñëåäóåò:
Γ(z) = Γ(z + 1)/z.Òîãäà
Γ(z) =

1

z
+ f(z),òî åñòü Γ(z) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè z = 0.Òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü:

Γ(z − 1) = Γ(z)/(z − 1) =
1

(z − 1)z
+

f(z)

(z − 1)
,òî åñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −1 �óíêöèÿ Γ(z) òàêæå èìååò ïîëþñïåðâîãî ïîðÿäêà.Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó:

Γ(z − n) =
1 + zf(z)

z(z − 1)(z − 2) · · · · · (z − n)
. (1.4)Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè z = 0,−1,−2, . . . � ïðîñòûå ïîëþ-ñû �óíêöèè Γ(z), è äðóãèõ ïîëþñîâ ýòà �óíêöèÿ íå èìååò. Íåòðóäíîâû÷èñëèòü âû÷åò â òî÷êå z = −n, n = 0, 1, 2, . . . :resz=−nΓ(z) =

(−1)n

n!
.

1.1.4 Ïðåäåëüíàÿ �îðìà Ýéëåðà�àììà-�óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäå-íèÿ. Ýòî ìîæíî çàìåòèòü, åñëè â èíòåãðàëå (1.3) ïðåäñòàâèòü
exp(−t) = lim

n→∞
(1 − t

n
)n.Òîãäà èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàììà-�óíêöèè:

Γ(z) =

∫ ∞

0

lim
n→∞

(1 − t

n
)nt(z−1)dt.Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîé �îðìóëå ìîæíî ïîìåíÿòü ïðåäåëû � ïðåäåë èí-òåãðèðîâàíèÿ â íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå è ïðåäåë ïðè n → ∞ âíóòðè



12 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

�èñ. 1.1: �ðà�èê ãàììà-�óíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.èíòåãðàëà. Ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëîâ � òîíêàÿ îïåðàöèÿ. Çäåñü äîêàçàòåëü-ñòâî âîçìîæíîñòè ýòîé ïåðåñòàíîâêè îïóùåíî. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò:
Γ(z) = lim

n→∞

∫ n

0

(1 − t

n
)nt(z−1)dt.Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ýòîò èíòåãðàë:

Γn(z) =
∫ n

0

(

1 − t
n

)n

t(z−1)dt = tz−1+1

z

(

1 − t
n

)n∣
∣

∣

∣

t=n

t=0

−

−
∫ n

0
tz−1+1

z
(−1)

(

1 − t
n

)n−1

dt = 1
z

∫ n

0
tz

(

1 − t
n

)n−1

dt.Â ðåçóëüòàòå óäàëîñü ïîíèçèòü ñòåïåíü ìîíîìà (1 − t/n)n íà åäèíèöó.Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åùå ðàç:
Γn(z) =

1

z

1

z + 1

n− 1

n

∫ n

0

tz+1

(

1 − t

n

)n−2

dt.Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì n ðàç ïîëó÷èì:
Γn(z) =

1

z

n− 1

n(z + 1)

n− 2

n(z + 2)
. . .

1

n(z + n− 1)

nz+n

(z + n)
=

=
n!nz

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)
.



1.1. �àììà-�óíêöèÿ. 13Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì ïðåäåëüíóþ �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ ãàììà-�óíêöèè:
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)
. (1.5)Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ãàììà-�óíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîëþñû ãàììà-�óíêöèè � îòðèöàòåëüíûå öå-ëûå.1.1.5 Ïðîèçâåäåíèå ãàììà-�óíêöèéÖåëü ýòîãî ïàðàãðà�à � âûâåñòè �îðìóëó äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-�óíêöèé

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)
.Äëÿ âûâîäà ýòîé �îðìóëû âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëüíîé �îðìóëîé äëÿãàììà-�óíêöèè:

1

Γ(z)
= lim

n→∞

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)

n!nz

1

Γ(1 − z)
=

1

(−z)Γ(−z) lim
n→∞

(−z)(−z + 1)(−z + 2) . . . (−z + n)

n!n−z
.Ïðîèçâåäåíèå äàñò:

1

Γ(z)

1

Γ(1 − z)
= limn→∞

z(z+1)(z+2)...(z+n)
n!nz ×

× 1
(−z)

limn→∞
(−z)(−z+1)(−z+2)...(−z+n)

n!n−z =

= limn→∞ zΠ∞
n=1

(

1 − z2

n2

)

.Ïðîèçâåäåíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê �îðìóëà äëÿ �óíêöèè sin(πz). Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ èñêîìàÿ �îðìóëà:
1

Γ(z)

1

Γ(1 − z)
=

sin(πz)

πèëè
Γ(z) Γ(1 − z) =

π

sin(πz)
.Íèæå ïîíàäîáèòñÿ �îðìóëà, â êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãàììà-�óíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç îäíó ãàììà-�óíêöèþ. Âûâåäåì ýòó �îð-ìóëó, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàììà-�óíêöèé.

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞

0

exp(−y)yq−1dy

∫ ∞

0

exp(−x)xp−1dx.



14 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÏîâòîðíûé èíòåãðàë ïðåäñòàâèì êàê äâîéíîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì:
Γ(p)Γ(q) =

∫

x>0, y>0

exp(−y)yq−1 exp(−x)xp−1dxdy.Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Åãî ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü, íàïðèìåð, êàê èíòåãðàë ïî òðåóãîëüíèêó, îãðàíè÷åííîìó îñÿìèêîîðäèíàò è ïðÿìîé x+ y = R ïðè R→ ∞. Â äâîéíîì èíòåãðàëå ñäåëà-åì çàìåíó ïåðåìåííûõ:
x+ y = u, y = uv.ßêîáèàí ýòîé çàìåíû

∂(x, y)

∂(u, v)
= u.Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ: u ìåíÿåòñÿ îò 0 äî ∞, v ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ îò

0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
Γ(p)Γ(q) =

∫

0≤u,0≤v≤1

exp(−u)up+q−1vp−1(1 − v)q−1dudv.Ïåðåïèøåì îïÿòü ýòîò èíòåãðàë êàê ïîâòîðíûé, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)

∫ 1

0

vp−1(1 − v)q−1dv,ãäå Rep > 0,Rev > 0.1.1.6 Çàäà÷àÎáîñíîâàòü ïåðåñòàíîâêó ïðåäåëîâ ïðè âûâîäå ïðåäñòàâëåíèÿ ãàììà-�óíêöèè â ïðåäåëüíîé �îðìå Ýéëåðà.1.1.7 Ëèòåðàòóðà1 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè Ì.:Íàóêà, 1990.2 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.



1.2. �èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ 151.2 �èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ�èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ � îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-ñèè îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì îíàïðèâëåêàëà âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ â òå÷åíèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõâåêîâ. Èçó÷åíèå ýòîé �óíêöèè ïðèâåëî �àóññà ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñàñõîäèìîñòè ðÿäîâ, �èìàíà � ê çàäà÷å îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèèè ê èçó÷åíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáûìè òî÷êàìè.�èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðåàëèçóåò ïðèìèòèâíóþ ìå÷òó �èëî-ñî�îâ î �èëîñî�ñêîì êàìíå. Ïðàâäà, â ìèíèàòþðå � òîëüêî äëÿ ýëåìåí-òàðíûõ �óíêöèé è òî íå äëÿ âñåõ. Ñóäèòå ñàìè. Ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ F (a, b, c, z) òàêîâà, ÷òî:
F (1, b, b, z) =

1

1 − z
; F (−n, b, b, z) = (1−z)n; zF (1, 1, 2,−z) = ln(1+z);è, áîëåå òîãî:

exp(z) = lim
b→∞

F (1, b, 1, z/b).Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî �óíêöèÿ ñî ñòîëü èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè çà-íèìàëà óìû ìàòåìàòèêîâ. Ïðåæäå âñåãî èçó÷àëè ñâîéñòâà ðÿäà ïî ñòå-ïåíÿì z. Êîý��èöèåíòû ýòîãî ðÿäà çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ a, b, c:
F (a, b, c; z) = 1 +

ab

1 c
z +

a(a+ 1)b(b+ 1)

1 2 c(c+ 1)
z2+

+
a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

1 × 2 × 3 c(c+ 1)(c+ 2)
z3 + . . . .Íàçâàíèå "ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé"ýòîìó ðÿäó äàë Âàëëèñ â 1655 ãîäó.Ïîçæå åãî èçó÷àëè Ýéëåð è Êóììåð. Îäíàêî äî ðàáîò �àóññà ýòî ðÿäíåëüçÿ áûëî íàçûâàòü �óíêöèåé â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ýòîãî ñëîâà.�àóññ äîêàçàë ñõîäèìîñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà è, ñëåäîâàòåëüíî,ñóùåñòâîâàíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè.Òåì íå ìåíåå ïðîáëåìû îñòàâàëèñü è ïîñëå ðàáîò �àóññà. Ëåãêî ïî-íÿòü, ÷òî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ëèøü â åäèíè÷íîì êðóãå íàêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â òî âðåìÿ, êàê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà è çà ãðàíèöó ýòîãî êðóãà. Ïðîáëå-ìà � ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíê-öèè íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Òàêîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèåìîæíî ñäåëàòü, èçó÷èâ ñâîéñòâà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿäëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè. Ýòî óðàâíåíèå íàçâàíî ãèïåðãåîìåò-ðè÷åñêèì. Îíî èçó÷àëîñü �èìàíîì.



16 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ1.2.1 Èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëà�èïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä èìååò âèä:
F (a, b, c, z) =

∞
∑

s=0

a(a + 1) . . . (a + s− 1)b(b+ 1) . . . (b+ s− 1)

c(c+ 1) . . . (c+ s− 1)

zs

s!
. (1.6)Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî c 6= 0, è c íå ðàâíî îòðèöàòåëüíîìó öåëîìó÷èñëó.Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ëåã-êî ïîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.6) ðàâåí åäèíèöå.Òåïåðü íàøà çàäà÷à � íàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè

F (a, b, c, z) ïðè |z| ≥ 1. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïðîèçâåäåíèÿ (λ)k = λ(λ+
1) . . . (λ+ k − 1) ÷åðåç ãàììà-�óíêöèè:

(λ)k =
Γ(λ+ k)

Γ(λ)
.Òîãäà:

(b)k

(c)k

=
Γ(b+ k)

Γ(b)

Γ(c)

Γ(c+ k)
.Çäåñü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-�óíêöèé:

Γ(b+ k)Γ(c− b) = Γ(c+ k)

∫ 1

0

tb+k−1(1 − t)c−b−1dt,â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
(b)k

(c)k

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1+k(1 − t)c−b−1dt.Ýòî âûðàæåíèå ïîäñòàâèì â �îðìóëó äëÿ F (a, b, c, z):
F (a, b, c, z) =

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∞
∑

k=0

(a)k

k!
zk

∫ 1

0

tb−1+k(1 − t)c−b−1dt.Òàê êàê ðÿä è èíòåãðàë ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òî ìîæíîïîìåíÿòü çíàê èíòåãðàëà ñî çíàêîì ñóììû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
F (a, b, c, z) =

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

dt tb−1(1 − t)c−b−1

∞
∑

k=0

(a)k

k!
zktk.



1.2. �èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ 17Äàëüøå íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé áèíîìèàëüíîãî ðàç-ëîæåíèÿ:
1

(1 − tz)a
= 1 + atz +

a(a + 1)

2!
+ · · · =

∞
∑

k=0

(a)k

k!
zktk.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåò-ðè÷åñêîé �óíêöèè.

F (a, b, c, z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt.Ýòà �îðìóëà ïîëó÷åíà Ýéëåðîì.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòå-ãðàëà ïðè ∀z ∈ C ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ Re(b) > 0, Re(c) > b è Re(a) < 0.Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a ìîæíî ðàñøèðèòü äî Re(a) < 1, åñëè èñ-êëþ÷èòü òî÷êè z = 1 è z = ∞. Äëÿ Re(a) ≥ 1 íàäî èñêëþ÷èòü òî÷êè,ëåæàùèå íà ëó÷å z ∈ [1,∞).Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ãèïåðãåîìåòðè-÷åñêóþ �óíêöèþ âî âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ïî ïàðàìåòðó z.1.2.2 �èïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå�èïåðãåîìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà:
z(z − 1)w′′ + ((a+ b+ 1)z − c)w′ + abw = 0. (1.7)Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè ðÿäà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèèìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ.Åñëè ýòî óðàâíåíèå çàïèñàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå:
w′′ − (c− (a+ b+ 1)z)

z(z − 1)
w′ +

ab

z(z − 1)
w = 0,òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿèìåþò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ z = 0, z = 1. Åùå îäíà îñîáàÿ òî÷êà äëÿ êî-ý��èöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ z = ∞. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ñäåëàåìçàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé: t = 1/z. Òîãäà:

d

dz
=
dt

dz

d

dt
= −t2 d

dt
,

d2

dz2
=

d

dz

(

− t2
d

dt

)

= −2t3
d

dt
+ t4

d2

dt2
.



18 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ�èïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
1 − t

t2

(

− 2t3w′(t) + t4w′′
)

−
(

a + b+ 1

t
− c

)

t2w′(t) + abw = 0èëè
w′′ −

(

c

t− 1
− a+ b+ 1

t(t− 1)
+

2

t

)

w′ +
ab

t2(1 − t)
w = 0.Òî åñòü t = 0 (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå z = ∞) � îñîáàÿ òî÷êà äëÿ êîý��è-öèåíòîâ óðàâíåíèÿ.Îäíî èç ðåøåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàì èçâåñòíî. Ïî-ñòðîèì âòîðîå ðåøåíèå, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ê ïåðâîìó. Áóäåì ïîëàãàòü,÷òî |z| < 1. Âû÷èñëèì âðîíñêèàí W (z) äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-øåíèé.

dW

dz
=
c− (a + b+ 1)z

z(z − 1)
W.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

W (z) = W0 exp(

∫

c− (a+ b+ 1)z

z(z − 1)
dz).Èíòåãðàë:

∫

c− (a+ b+ 1)z

z(z − 1)
dz = c ln |z − 1| − c ln |z| − (a+ b+ 1) ln |z − 1| + 
onst.Òîãäà

W (z) = W0z
−c(1 − z)c−a−b−1.Âòîðîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïóòåì � èç �îðìóëû äëÿ âðîí-ñêèàíà:

w1w
′
2 − w′

1w2 = W (z)èëè
w2 = w1

∫

W (z)

w2
1(z)

dz.Åñëè w1(z) ≡ F (a, b, c, z), òîãäà:
w2(z) = F (a, b, c, z)

∫

W0z
−c(1 − z)c−a−b−1

F 2(a, b, c, z)
dz.Âûÿñíèì ïîâåäåíèå w2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0:

w2(z) = W0(1 +
ab

c
z +O(z2))

∫
(

z−c(1 +O(z))

1 +O(z)

)

dz = z1−c(
onst +O(z)).



1.2. �èïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ 19Òî åñòü, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ê F (a, b, c, z) ðåøåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ â íóëå èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà 1 − c.Äàëüøå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì èñêàòü ðåøåíèå w2 â âèäå w2 = z1−cf .Ïîäñòàâèâ ýòó �îðìóëó â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå è ïðîäåëàâñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì:
f ′′ − (2c− b− a− 3)z − c+ 2

(z − 1)z
f ′ +

c2 + (−b− a− 2)c+ b+ a + 1

(z − 1)z
f = 0.

f ′′ +
γ − (α+ β + 1)z

z(1 − z)
f ′ +

αβ

z(1 − z)
f = 0,ãäå α = 1 + a− c, β = 1 + b− c, γ = 2 − c.Èòàê, âòîðîå ðåøåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.7) èìååòâèä:

w2 ≡ G(z) = z1−cF (1 + a− c, 1 + b− c, 2 − c).Èç ýòèõ ïîñòðîåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñèí-ãóëÿðíîñòü êîý��èöèåíòîâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñò-íîñòè òî÷êè z = 0, ìîæíî ïîñòðîèòü äâà åãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó z.1.2.3 Îêðåñòíîñòü òî÷êè z = 1Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.7) âîêðåñòíîñòè z = 1. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = 1 − z.Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
w′′ +

c− (a + b+ 1)(1 − x)

(1 − x)x
w′ +

ab

x(1 − x)
w = 0.Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:

w′′ − (c− a− b− 1) + (a+ b+ 1)x

(1 − x)x
w′ +

ab

x(1 − x)
w = 0.Òîãäà îäíî èç ðåøåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � ðåãóëÿðíîå âîêðåñòíîñòè z = 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ:

w1 = F (a, b, a+ b+ 1 − c, 1 − z).Âòîðîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå, êàê è G(z) îíî èìååò âèä:
w2 = (1 − z)c−a−bF (c− a, c− b, 1 + c− c− b, 1 − z).



20 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÒàêèì îáðàçîì, �óíêöèþ F (a, b, c, z) � ðåøåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ, ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü çà êðóã |z| = 1 ñ ïîìîùüþäâóõ äðóãèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ðåãóëÿðíûõ â êðóãå |z−1| =
1:

F (a, b, c, z) = AF (a, b, a+ b+ 1 − c, 1 − z) +

B(1 − z)c−a−bF (c− a, c− b, 1 + c− a− b, 1 − z). (1.8)Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé A ìîæíî îïðåäåëèòü, óñòðåìèâ â ýòîé �îðìóëå zê íóëþ, çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé B � óñòðåìèâ z ê åäèíèöå.Ôîðìóëó (1.8) èíîãäà íàçûâàþò �îðìóëîé ñâÿçè.1.2.4 Çàäà÷àÏîëó÷èòü �îðìóëû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ F (a, b, c, z) íà âñþêîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ A,B âî âñåõýòèõ �îðìóëàõ.1.2.5 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü ó÷åáíèêè1 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Ì., Íàóêà, 1990.2 Í.Í.Ëåáåäåâ. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ôèçìàòãèç,Ìîñêâà, Ëåíèíãðàä, 1963.3 Ô.Êëåéí. �àçâèòèå ìàòåìàòèêè â XIX ñòîëåòèè. Ì.: Íàóêà, 19741.3 �åãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿÊëàññè�èöèðîâàíû îñîáûå òî÷êè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà.1.3.1 �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäåðÿäàÓðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
y′′ + a(z)y′ + b(z)y = 0 (1.9)



1.3. �åãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 21èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0, åñëè êîý��è-öèåíòû óðàâíåíèÿ � ãîëîìîð�íûå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.Áîëåå òîãî, ëåãêî ïîñòðîèòü ñõîäÿùèéñÿ ðÿä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-íåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Íàïîìíèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ýòîãîðÿäà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0. Ôóíêöèè a(z) è b(z) óäîá-íî ïðåäñòàâèòü â âèäå èõ ðÿäîâ Òåéëîðà:
a(z) =

∞
∑

n=0

anz
n, b(z) =

∞
∑

n=0

bnz
n. (1.10)�åøåíèå óðàâíåíèÿ òàêæå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

y(z) =

∞
∑

n=0

ynz
n. (1.11)Ïîäñòàâèì �îðìóëû (1.10) è (1.11) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (1.11) ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü. Ïîñëåäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

∞
∑

n=2

n(n− 1)ynz
n−2 +

∞
∑

n=0

anz
n

∞
∑

n=1

nynz
n−1 +

∞
∑

n=0

bnz
n

∞
∑

n=0

ynz
n = 0.Îáúåäèíèì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z, â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì:

∞
∑

n=0

zn

[

(n+ 2)(n+ 1)yn+2 +

n
∑

k=0

an−k(k + 1)yk+1 +

n
∑

k=0

bn−kyk

]

= 0.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàäî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ âûðàæåíèå âêâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ yn ïîëó÷èò-ñÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé:
2y2 + a0y1 + b0y0 = 0,

6y3 + 2a0y2 + a1y1 + b0y1 + b1y0 = 0,

. . . ,

(n+ 1)(n+ 2)yn+2 +

n
∑

k=0

an−k(k + 1)yk+1 +

n
∑

k=0

bn−kyk = 0,

. . . .�åøåíèå ýòîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëü-íûå ïîñòîÿííûå. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, y0 è y1.



22 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÝòè ïîñòîÿííûå ëåãêî îïðåäåëèòü, åñëè çàäàíû óñëîâèÿ Êîøè â òî÷êå
z = 0. Â ðåçóëüòàòå:

y2 = −1

2
(a0y1 + b0y0), y3 = −1

6
(2a2y2 + a1y1 + b0y1 + b1y0), . . . .Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ðÿä äëÿ �óíêöèè y(z)ñõîäèòñÿ, è �óíêöèÿ y(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé â íåêîòîðîé îêðåñòíî-ñòè z = 0.Çàìå÷àíèå. Òàêîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Êîøè. Êîíå÷íî, ìå-òîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà áûëèçâåñòåí è äî Êîøè. Êîøè èññëåäîâàë âîïðîñ î ñõîäèìîñòè òàêèõ ðÿäîâ.1.3.2 Êëàññè�èêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿÂàæíûì ñâîéñòâîì, îáåñïå÷èâøèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (1.9) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì z, îêàçàëàñü ãëàäêîñòüêîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì âîïðîñ, êàê ïî-ñòðîèòü ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè, ãäå êîý��èöèåíòû íåãîëîìîð�-íû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà:

y′′ + f(z)y′ + g(z)y = 0. (1.12)Çäåñü zsf(z) =
∑∞

n=0 fnz
n è ztg(z) =

∑∞
n=0 gnz

n � ãîëîìîð�íûå �óíê-öèè, t, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.12) èìåþòïîëþñû ïîðÿäêà t è s ñîîòâåòñòâåííî.Èñõîäÿ èç îïûòà ïîñòðîåíèÿ ãîëîìîð�íîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñãîëîìîð�íûìè êîý��èöèåíòàìè, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî â êëàññå ãîëîìîð�-íûõ �óíêöèé óðàâíåíèå ðåøèòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäàñòñÿ. Ïîýòîìóïðèõîäèòñÿ ðàñøèðÿòü êëàññ ðåøåíèé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, äîïóñêà-þùèå ïðè z = 0 òî÷êó âåòâëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ðåøåíèåìîæíî ïðåäñòàâèòü âèäå:
y = zα

∞
∑

n=0

unz
n.Çäåñü ïîêà ðÿä áóäåì ïîíèìàòü êàê �îðìàëüíûé, òî åñòü áóäåì ïðîèç-âîäèòü íàä íèì äåéñòâèÿ, íå çàáîòÿñü î ñõîäèìîñòè íè ñàìîãî ðÿäà, íèðÿäà, ïîëó÷åííîãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì.



1.3. �åãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 23Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ y(z) â óðàâíåíèå (1.12):
∞

∑

n=0

(α + n)(α + n− 1)unz
α+n−2 +

∞
∑

n=−s

znfn

∞
∑

n=0

(α+ n)unz
α+n−1 +

∞
∑

n=−t

gnz
n

∞
∑

n=0

unz
n+α = 0.Èç ýòîé �îðìóëû ìîæíî óñìîòðåòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ðÿäà ∑∞

n=0 unz
nìîæíî óñòðîèòü, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàçëîæåíèå íà÷èíàëîñü ñî ñòå-ïåíè z−2. Äëÿ ýòîãî íàäî åùå îãðàíè÷èòü çíà÷åíèÿ s ≤ 1 è t ≤ 2.Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (1.12), â êîòîðûõ êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

zf(z) =
∞

∑

n=0

fnz
n, z2g(z) =

∞
∑

n=0

gnz
níàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè. Îñòàëüíûå îñîáûå òî÷êè �èððåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè.Ïóñòü s = 1, t = 2, òîãäà óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∞
∑

n=0

[

(α + n)(α+ n− 1)un + (α + n)f0un +

n−1
∑

k=0

fn−kuk +

g0un +

n−k
∑

k=0

gn−kuk

]

zα+n−2 = 0.Çíà÷åíèå α îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ïðè zα−2:
α(α− 1) + f0α+ g0 = 0. (1.13)Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì. �åøåíèÿ îïðåäå-ëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (α1, α2) íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè îñîáîé òî÷êè.Äàëüøå ëåãêî íàïèñàòü ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðå-äåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà ∑∞

n=0 unz
n:

[

(α + n)(α + n− 1) + αf0 + g0

]

un = −
n−1
∑

k=0

[

fn−k(α+ k) + gn−k

]

uk.Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ (ñì. Ô.Îëâåð, ñòð.148).Ïóñòü ðÿäû äëÿ zf(z) è z2g(z) ñõîäÿòñÿ â êðóãå ðàäèóñà r. Îáîçíà÷èì
ρ < r, ïóñòü

K > max
|z|=ρ

|zf(z)|, K > max
|z|=ρ

|z2g(z)|.



24 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÒîãäà èç èíòåãðàëüíîé �îðìóëû Êîøè ñëåäóåò:
|fn| ≤ Kρ−n, |gn| ≥ Kρ−n.Îáîçíà÷èì s ≡ [|α1 − α2|] (çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ÷àñòü). Îáîçíà÷èì bn = |un|, ïðè n = 0, 1, . . . , s. Ïðè n > s:

n(n− |α1 − α2|)bn = K

n−1
∑

j=0

(|α1| + j + 1)bjρ
j−n. (1.14)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |an| ≤ bn. Åñëè â (1.14) çàìåíèòü n íà n − 1 èâû÷åñòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èç (1.14), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿìàæîðèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ bn:

ρn(n−|α1−α2|)bn−(n−1)(n−1−|α1−α2|)bn−1 = K(|α1|+n)bn−1, n ≥ s+2.�àçäåëèì îáå ÷àñòè íà n2bn, ïðè s→ ∞ ïîëó÷èì:
bn−1/bn → ρ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ∑∞

n=0 bnz
n, à ñ íèì è ðÿäà äëÿðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.12), ðàâåí ρ. Òàê êàê ρ ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíîáëèçêî ê r, òî è ðÿä äëÿ u(z) ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà r.Çàìå÷àíèå.Ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ýòèì ìåòî-äîì äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ðåãóëÿðíîé îñîáîéòî÷êå, åñëè α1 − α2 ∈ Z. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðî-èòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ïðèåìà � èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ âðîíñêèàíàäâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.1.3.3 Ïîêàçàòåëè îñîáûõ òî÷åê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ�àññìîòðèì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå:

w′′ +
((a+ b+ 1)z − c)

z(z − 1)
w′ +

ab

z(z − 1)
w = 0.Îñîáûå òî÷êè ýòîãî óðàâíåíèÿ z = 0, z = 1 è z = ∞. Â ÷àñòíîñòè âîêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè z = 1/t è óðàâíåíèåèìååò âèä:

w′′ +

(

a+ b+ 1 − ct

t(t− 1)
+

2

t

)

w′ +
ab

t2(1 − t)
w = 0.



1.4. Ôóíêöèÿ Ýéðè 25Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè ýòèõ îñîáûõ òî÷åê. Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè
z = 0 îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå:

α(α− 1) + cα = 0.�åøåíèÿ ýòîãî îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ: α1 = 0, α2 = 1 − c.Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â òî÷êå z = 1 èìååò âèä:
α(α− 1) + (a + b+ 1 − c)α = 0,åãî ðåøåíèÿ α1 = 0, α2 = c− a− b.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïèñàòü îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â òî÷êå z = ∞,íàäî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé Îïðåäåëÿþ-ùåå óðàâíåíèå:

α(α− 1) + α(2 − a− b− 1) + ab = 0,èëè
α2 − α(a+ b) + ab = 0.Åãî ðåøåíèÿ α1 = a, α2 = b.Èòàê, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå â ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷êàõ

z = 0, z = 1 è z = ∞ èìååò ïîêàçàòåëè (0, 1 − c), (0, c− a− b), (a, b).1.3.4 Çàäà÷àÏîñòðîèòü è èññëåäîâàòü âòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòèðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè, åñëè α1 − α2 ∈ N.1.3.5 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü ó÷åáíèêè1 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Ì., Íàóêà, 1990.2 Í.Í.Ëåáåäåâ. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ôèçìàòãèç,Ìîñêâà, Ëåíèíãðàä, 1963.3 Ô.Êëåéí. �àçâèòèå ìàòåìàòèêè â XIX ñòîëåòèè. Ì.: Íàóêà, 19741.4 Ôóíêöèÿ ÝéðèÏðèâåäåíî ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè � �óíêöèÿ Ýéðè.Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ Ýéðè öåëàÿ. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà �óíêöèèÝéðè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.



26 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ1.4.1 Óðàâíåíèå ÝéðèÓðàâíåíèå
u′′ − zu = 0 (1.15)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéðè. �åøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáëàäàþò èíòå-ðåñíûì ñâîéñòâîì � îíè êîëåáëþòñÿ ïðè z < 0 è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóòèëè óáûâàþò ïðè z > 0. Ýòî ìîæíî ïîíÿòü, åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé zðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå ñ �èêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì ïðè u. Äåéñòâè-òåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

v′′ − Zv = 0, Z = 
onst, (1.16)ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò çíàêà ïàðàìåòðà Z. Ïðè Z < 0 ðåøåíèÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ îñöèëëèðóþò ñ ÷àñòîòîé √
−Z. Ïðè Z > 0 ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (1.16) èìååòñÿ ïàðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé� îäíî èç íèõýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò, äðóãîå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò. Åñòåñòâåííîîæèäàòü òàêîå æå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè íà èíòåðâàëàõ

z < 0 è z > 0 ñîîòâåòñòâåííî.Óðàâíåíèå Ýéðè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê ìîäåëü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-ãî îïèñàíèÿ ïåðåõîäà èç çîíû ñâåòà â çîíó òåíè â âîëíîâîé îïòèêå è âäðóãèõ çàäà÷àõ, ãäå ðåøåíèå ìåíÿåòñÿ îò îñöèëëèðóþùåãî ê ýêñïîíåí-öèàëüíîìó.

�èñ. 1.2: �ðà�èê ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.15) � �óíêöèè Ýé-ðè.



1.4. Ôóíêöèÿ Ýéðè 27Óðàâíåíèå Ýéðè èìååò åäèíñòâåííóþ ñóùåñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó íàðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = ∞. Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàåìçàìåíó ïåðåìåííîé z = 1/t. Ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííîé ïåðâàÿ ïðîèç-âîäíàÿ ïî z ïðèíèìàåò âèä:
d

dz
=
dt

dz

d

dt
=

−1

z2

d

dt
= −t2 d

dt
.Òîãäà â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé t óðàâíåíèå Ýéðè ïðèìåò âèä:

t4u′′ + 2t3u′ − 1

t
u = 0.�àçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì:

u′′ +
2

t
u′ − 1

t5
u = 0.1.4.2 �åøåíèå â âèäå ðÿäà�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ëåãêî ïîñòðîèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäàïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà z.

u(z) =

∞
∑

n=0

unz
n.Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðÿäà â óðàâíåíèå äàåò:

∞
∑

n=0

(

(n+ 2)(n+ 1)un+2 − un−1

)

zn = 0, u−1 = 0.×òîáû ñóììà ðàâíÿëàñü íóëþ ïðè ëþáîì z, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîïðèðàâíÿòü ê íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèÿõ� ñòåïåíÿõ z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà äëÿ êîý�-�èöèåíòîâ:
un+3 =

un

(n + 3)(n+ 2)
. (1.17)Èç ýòîé �îðìóëû íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ Ýéðè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì z. Òî åñòü, ðåøåíèå � öåëàÿ�óíêöèÿ.Ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ðåêóððåíòíîéñèñòåìû (1.17):

u3n = u0
1 × 4 × 7 × · · · × (3n− 2)

(3n)!
,
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u3n+1 = u1

2 × 5 × · · · × (3n− 1)

(3n+ 1)!
.

u3n+2 = 0.Èç ýòèõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíòû u3n çàâèñÿò òîëüêî îò u0,êîý��èöèåíòû u3n+1 � òîëüêî îò u1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿÝéðè çàâèñèò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è ìîæåò áûòü çàïèñàíîâ âèäå:
u(z) = u0

∞
∑

n=0

(

1 × 4 × 7 × · · · × (3n− 2)

(3n)!

)

z3n + (1.18)
+u1

∞
∑

n=0

(

2 × 5 × · · · × (3n− 1)

(3n + 1)!
z3n+1

)

. (1.19)Ýòà �îðìóëà ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå u0 è u1 Ïîýòîìó�óíêöèÿ u(z) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè.1.4.3 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Ýéðè�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ � èíòåãðàëà òèïà Ëàïëàñà. Äëÿ âûâîäà èíòåãðàëüíîé�îðìóëû ðàññìîòðèì èíòåãðàë:
u(z) =

∫

γ

ũ(p) exp(pz)dp.Çäåñü γ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàðàíåå ýòîò êîíòóð íåèçâåñòåí. Åãîâûáîð îáóñëîâëåí äâóìÿ òðåáîâàíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, � èíòåãðàë äîëæåíñõîäèòüñÿ, âî-âòîðûõ � îí íå äîëæåí áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûì íó-ëþ. Êîíòóð îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà îáðàçà Ëàïëàñà�óíêöèè u(z). Óðàâíåíèå äëÿ îáðàçà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâèâ �îð-ìóëó äëÿ u(z) â óðàâíåíèå Ýéðè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äè��å-ðåíöèðîâàòü ìîæíî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:
∫

γ

p2ũ exp(pz)dp− z

∫

γ

ũ exp(pz)dp = 0.Ïðîèçâåäåíèå
z

∫

γ

ũ exp(pz)dp



1.4. Ôóíêöèÿ Ýéðè 29óäîáíî ïåðåïèñàòü, èçáàâèâøèñü îò ìíîæèòåëÿ z èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷àñòÿì:
z

∫

γ

ũ exp(pz)dp = ũ exp(pz)|γ+
γ−

−
∫

γ

ũ′ exp(pz)dp.Çäåñü γ± � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Áóäåìïîëàãàòü, ÷òî ñóììà âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà íóëþ. Ýòî ìîæåòáûòü ëèáî â ñëó÷àå, åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ çàìêíóò, ëèáî, åñëè âýòèõ òî÷êàõ �óíêöèÿ ũ(p) exp(pz) ðàâíà íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
∫

γ

(

p2ũ+ ũ′
)

exp(pz)dp = 0.×òîáû èíòåãðàë ðàâíÿëñÿ íóëþ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëþ ðàâíÿëîñü âû-ðàæåíèå â ñêîáêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
p2ũ+ ũ′ = 0.Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Îíî ëåãêî èíòåãðèðó-åòñÿ:
dũ

ũ
= −p2dp.èëè

ũ = C exp(−p3/3).Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå:
u(z) = C

∫

γ

exp(pz − p3/3)dp.ßâíûé âèä ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïîëó÷åí. Ñëåäóþùèé øàã � âû-áîð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ãîëîìîð�íà âêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëïî çàìêíóòîìó êîíòóðó â êîíå÷íîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè pòîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíîå ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ðàññìîòðèì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðîõîäÿùèé÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà âàæíûìîêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ïî êîòîðîìó êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ óõîäèò âáåñêîíå÷íîñòü.Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè ïðè p→ ∞ Re(p3) < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåò-âè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæíû óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü âíóòðè ñåê-òîðîâ −π/6 < arg(p) < π/6, π/2 < arg(p) < 5π/6, 7π/6 < arg(p) < 10π/6.Åñëè îáå âåòâè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü â îäíîìè òîì æå ñåêòîðå, òîãäà íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé îáëàñòè êîíòóð
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✲ Re(p)

✻

ℑ(p)

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑✑

◗
◗

◗
◗

◗
◗

◗◗

◗
◗

◗
◗

◗
◗

◗◗

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑✑

γ1

γ2

γ3�èñ. 1.3: Êðèâûå γ1, γ2, γ3 � ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåòðè-âèàëüíûì èíòåãðàëàì Ëàïëàñà.èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó, è ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàëðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýé-ðè èíòåðåñíû êîíòóðû óõîäÿùèå â áåñêîíå÷íîñòü ïî íàïðàâëåíèÿì èçäâóõ ðàçëè÷íûõ ñåêòîðîâ.�àññìîòðèì èíòåãðàë, ïî êîíòóðó γ3. Ýòîò êîíòóð òîïîëîãè÷åñêè ýê-âèâàëåíòåí èíòåãðàëó ïî ìíèìîé îñè. Òîãäà
u(z) = C

∫ i∞

−i∞
exp(pz − p3/3)dp.Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ p = ik äàåò:

u(z) = iC

∫ ∞

−∞
exp(i(kz + k3/3))dk.Ìíèìàÿ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè � sin(kz + k3/3) � íå÷¼òíà ïî

k, ïîýòîìó èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîäûíòå-ãðàëüíîé �óíêöèè � cos(kz + k3/3) � ÷åòíà ïî k. Ïîýòîìó
u(z) = 2iC

∫ ∞

0

cos(kz + k3/3)dk.Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììûèíòåãðàëîâ:
u(z) = 2iC

∫

√
|z|+1

0

cos(kz + k3/3)dk + 2iC

∫ ∞

√
|z|+1

cos(kz + k3/3)dk.



1.4. Ôóíêöèÿ Ýéðè 31Ïåðâûé èíòåãðàë â ýòîé �îðìóëå îãðàíè÷åí äëÿ z ∈ R è z 6= 0. �àññìîò-ðèì âòîðîé èíòåãðàë.
I(z) = 2iC

∫ ∞

√
z+1

cos(kz + k3/3)dk.Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòÿì:
I(z) = 2iC

∫ ∞

√
|z|+1

cos(kz + k3/3)dk = 2iC
cos(kz + k3/3)

z + k2

∣

∣

∣

∣

k=∞

k=
√

|z|+1

+

+2iC

∫ ∞

√
|z|+1

2k

(z + k2)2
sin(kz + k3/3)dk.Çäåñü ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, âíåèíòãðàëüíîå ñëàãàå-ìîå ïðè k = ∞ ðàâíî íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë I(z) îãðàíè÷åí. Ýòîäàåò îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëà u(z).Âûáåðåì C = 1/2iπ. Ôóíêöèÿ

Ai(z) =
1

π

∫ ∞

0

cos(kz + k3/3)dkíàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ýéðè.Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéðèñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
u(0) =

1

π

∫ ∞

0

cos(k3/3)dk, u′(0) = 0.Çíà÷åíèå �óíêöèè Ýéðè ïðè z = 0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãàììà-�óíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî:
1

π

∫ ∞

0

cos(k3/3)dk =
1

π

∫ ∞

−∞
(exp(ik3/3))dk.Îáîçíà÷èì k3/3 = t, òîãäà k2dk = dt èëè dk = dt/(3t)2/3, òîãäà

1

2π

∫ ∞

−∞
exp(ik3/3)dk =

1

2π32/3

∫ ∞

−∞

exp(it)

t2/3
dtÒåïåðü èíòåãðàë ïî t ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èíòåãðàë ïî ìíèìîé îñè:

τ = it, òîãäà:
u(0) =

1

2π32/3

∫ i∞

−i∞

exp(−τ)
(iτ)2/3

d(iτ) =
i

π(3i)2/3

∫ i∞

0

exp(−τ)
τ 2/3

dτ
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u(0) =

−1

π(3)2/3

∫ i∞

0

exp(−τ)
τ 2/3

dτ =
−1

π(3)2/3
Γ(1/3).Åùå îäíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ê Ai(z) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ïî-ëó÷àåòñÿ èç èíòåãðàëà ïî êîíòóðó γ2.

Bi(z) =
1

2iπ

∫

γ2

exp(pz + p3/3)dp.1.4.4 Ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè Ýéðè â âèäå ðÿäàÈç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ �óíêöèè Ýéðè è �îðìóëû äëÿ îáùåãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå:
Ai(z) = u0

∞
∑

n=0

(

1 × 4 × 7 × · · · × (3n− 2)

(3n)!

)

z3n,ãäå
u0 =

−1

π(3)2/3
Γ(1/3).1.4.5 Çàäà÷àÂûÿñíèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = ∞ äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè.1.4.6 Ëèòåðàòóðà1 Ì.Â. Ôåäîðþê, Àñèìïòîòèêà. Èíòåãðàëû, ðÿäû. Ì.: Íàóêà, 1978.2 Â.Ì. Áàáè÷, Â.Ñ. Áóëäûðåâ, Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â çàäà÷àõäè�ðàêöèè êîðîòêèõ âîëí. Ì.: Íàóêà, 1972.1.5 Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðàÏðèâåäåíî óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Ïîñòðîåí ðÿä Òåé-ëîðà äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Âûâåäåíî èíòå-ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Âûâå-äåíû �îðìóëû ñâÿçè �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ ðàçíûìè çíà-÷åíèÿìè ïàðàìåòðà.



1.5. Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà 331.5.1 Óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðàÊàíîíè÷åñêàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà
y′′ −

(

x2

4
+ a

)

y = 0. (1.20)Çäåñü x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, a � ïàðàìåòð. Åñëè ðàññìîòðåòü ýòîóðàâíåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x, çàòåì "çàìîðîçèòü"êîý��èöèåíò
x → X = 
onst, òî íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ïàðóðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ óáûâàåò ïî x, äðóãîå � ðàñòåò ïðè áîëüøèõâåùåñòâåííûõ x.×àñòî âîçíèêàåò óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà â äðóãîé �îð-ìå:

y′′ +

(

x2

4
− a

)

y = 0.�åøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè áîëüøèõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ x îñ-öèëëèðóþò. Óðàâíåíèå â ïåðâîé �îðìå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå âî âòîðîé�îðìå çàìåíîé:
x→ x exp(iπ/4), a→ −ia.Íèæå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèí-äðà â ïåðâîé �îðìå. Ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ âî âòîðîé �îðìå ìîæíî

�èñ. 1.4: �ðà�èêè �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà� ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ 1.20. Ñî çíà÷åíèÿìè −a − 1/2 = 0, −a − 1/2 = 2, −a − 1/2 = 5ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî íàáëþäàåìûõ îñöèëëÿöèé âîçðàñòàåò â ñîîòâåò-ñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà −a− 1/2.



34 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿïåðåéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííîé çàìåíîé.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà èçíà÷àëü-íî áûëî âûâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè ïåðå-õîäå ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì â îñíîâàíèè êîòîðîãîïàðàáîëà. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà èãðàåòâàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òåîðèè êîëåáàíèé è ïðè èññëåäîâà-íèè óðàâíåíèé Ïåíëåâå.1.5.2 �ÿä Òåéëîðà äëÿ ðåøåíèéÒî÷êà x = 0 ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â å¼ îêðåñò-íîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:
y =

∞
∑

n=0

ynx
n.Ïîäñòàâèì ýòó �îðìóëó â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåòêîý��èöèåíòà ïðè îäíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x:

∞
∑

n=0

(

(n + 2)(n+ 1)yn+2 −
1

4
yn−2 − ayn

)

xn = 0.Òîãäà êîý��èöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
yn+4 =

yn + 4ayn+2

4(n+ 4)(n+ 3)
.Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõñòåïåíÿõ x íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòüðÿäû äëÿ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé � ÷¼òíîãî, ðÿä Òåéëîðàêîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñ y0 = 1, è íå÷åòíîãî � ðÿä Òåéëîðà êîòîðîãî íà÷è-íàåòñÿ ñ y1 = 1. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ Y1 è Y2:

Y1 = 1 +
a

2
x2 +

1 + 2a2

4 × 4 × 3
x4 + . . .

Y2 = x+
a

3 × 2
x3 +

1 + 2
3
a2

4 × 5 × 4
x5 + . . .1.5.3 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåÄëÿ âûâîäà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïàðà-áîëè÷åñêîãî öèëèíäðà óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé èñêîìîé �óíê-öèè:

y = exp(−x2/4)u.



1.5. Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà 35Ïîäñòàíîâêà ýòîé �îðìóëû â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ�óíêöèè u:
u′′ − xu′ −

(

1

2
+ a

)

u = 0Ýòî óðàâíåíèå óäîáíåå èñõîäíîãî òåì, ÷òî â íåãî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-íàÿ âõîäèò òîëüêî â ïåðâîì ïîðÿäêå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ëàïëàñà äëÿ îáðàçîâ áóäåò ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé, êîòîðîå ìîæíî ÿâíî ïðîèíòåãðèðîâàòü.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u â âèäå:
u(x) =

∫

γ

exp(kx)ũ(k)dk.Â ýòîé �îðìóëå íåèçâåñòåí îáðàç Ëàïëàñà ũ(k) è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿâ êîìïëåêñíîé îáëàñòè ïî ïàðàìåòðó k.Íèæå áóäóò ïðèâåäåíû �îðìàëüíûå âûêëàäêè, â êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ,÷òî âñå îïåðàöèè ìîæíî âûïîëíèòü. Äàëåå, ïîñëå òîãî êàê áóäåò ïîëó÷åíîòâåò äëÿ îáðàçà Ëàïëàñà ũ è áóäåò íàéäåí êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ,ìîæíî áóäåò ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííûõ âûêëàäîê.Äåéñòâóÿ �îðìàëüíî, âû÷èñëèì �îðìóëû äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðî-èçâîäíûõ ïî x:
d

dx

∫

γ

exp(kx)ũ(k)dk =

∫

γ

k exp(kx)ũ(k)dk.

d2

dx2

∫

γ

exp(kx)ũ(k)dk =

∫

γ

k2 exp(kx)ũ(k)dk.Ïîäñòàâèì ýòè �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå è çàíåñåì âñåñëàãàåìûå ïîä çíàê èíòåãðàëà:
∫

γ

(

k2ũ(k) − xkũ(k) −
(

1

2
+ a

)

ũ(k)

)

exp(kx)dk = 0.Â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â êðóãëûõ ñêîáêàõ âñå ñëàãàåìûå êðîìå
−xkũ(k) çàâèñÿò òîëüêî îò k ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ k. Ïðåîáðà-çóåì èíòåãðàë îò ýòîãî ñëàãàåìîãî ïî ÷àñòÿì òàê, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îòïåðåìåííîé x:

−
∫

γ

(xkũ(k)) exp(kx)dk = −kũ(k) exp(kx)

∣

∣

∣

∣

γ+

γ−

+

−
∫

γ

(ũ(k) + kũ′(k)) exp(kx)dk.
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✲ Re(p)✻

ℑ(p)

✏✏✮

γ

❵�èñ. 1.5: Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåòëå γ. Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò òî÷êóâåòâëåíèÿ z = 0 è ïðîõîäèò ïîä è íàä ðàçðåçîì Re(z) < 0 ñîåäèíÿþùèìòî÷êó âåòâëåíèÿ k = 0 è áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó.Çäåñü γ± � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êîíòóðà γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîêîíòóð γ òàêîâ, ÷òî ñóììà âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà íóëþ. Òî-ãäà ïîëó÷èì:
∫

γ

(

k2ũ(k) + ũ(k) + kũ′(k) −
(

1

2
+ a

)

ũ(k)

)

exp(kx)dk = 0.Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë ðàâíÿëñÿ íóëþ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîäûíòå-ãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàâíÿëîñü íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:
k2ũ(k) + kũ′(k) +

(

1

2
− a

)

ũ(k) = 0.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:
∫

dũ

ũ
=

∫ −k2 +
(

a− 1
2

)

k
dkèëè

ũ = C exp(−k
2

2
)ka−1/2.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

y = C exp(−x2/4)

∫

γ

exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2dk.Ñëåäóþùèé øàã � âûáîð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ�óíêöèÿ ïðè a < 1/2 èìååò îñîáóþ òî÷êó x = 0. Îïðåäåëèì îáëàñòü,â êîòîðîé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû èìååò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ÷àñòü. Ïóñòü k = ξ + iλ, òîãäà Re(−k2) = λ2 − ξ2. ÑëåäîâàòåëüíîRe(−k2) < 0 ïðè λ2 < ξ2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé êîíòóð âêëþ÷àþùèéáåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèé èç íååâ ñåêòîð 5π/4 < arg(k) < 3π/4 è óõîäÿùèé â áåñêîíå÷íîñòü â ñåêòîðå
−π/4 < arg(k) < π/4, êîòîðûé íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó k =, ìîæíî



1.5. Ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà 37ïðèíÿòü çà êîíòóð γ. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Êîøè ïîëó÷èì, ÷òîòàêèå êîíòóðû ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåòëè âîêðóãòî÷êè k = 0, ïðîõîäÿùåé îò −∞ ïîä îñüþ ℑ(k) = 0 è óõîäÿùåé íàä îñüþ
ℑ(k) = 0.Áóäåì â êà÷åñòâå êîíòóðà γ îáîçíà÷àòü óêàçàííóþ íà ðèñóíêå 1.5ïåòëþ. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿì, îïðåäåëèì �óíêöèþ ïàðàáî-ëè÷åñêîãî öèëèíäðà:
U(a, x) = D−a−1/2(x) =

Γ(1/2 − a)

2πi
exp(−x2/4)

∫

γ

exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2dk.Ïðè a = −n + 1/2, n ∈ N òî÷êà x = 0 � ïîëþñ n + 1-ãî ïîðÿäêà.Ñëåäîâàòåëüíî:
U(1/2 − n, x) = n! exp(−x2/4)

∫

γ

exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2dk =

= n! exp(x2/4)

∫

γ

exp

(

− x2

2
+ kx− k2

2

)

ka−1/2dk =

= n! exp(x2/4)resx=0

(

exp

(

− 1

2

(

x− k

)2)

k−n

)

=

= (−1)n exp(x2/4)
dn

dxn
exp(−x2/2).1.5.4 Ôîðìóëû ñâÿçè ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõÈç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî òàêîé ïåòëå òîæäåñòâåí-íî ðàâåí íóëþ ïðè (a + 1/2) ∈ N, îäíàêî, çäåñü æå è Γ(1/2 − a) èìååòïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàê ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåîáõî-äèìî äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå. Äëÿ ýòîãî îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè�îðìóëû ñâÿçè �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a.Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

∫

γ

d

dk

(

exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2

)

dk = 0.Òîãäà:
∫

γ

(

x exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2 − k exp

(

kx− k2

2

)

ka−1/2 +

+(a− 1/2) exp

(

kx− k2

2

)

ka−3/2

)

dk = 0.



38 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÒåïåðü ïðåäñòàâèì èíòåãðàë îò ñóììû â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ è óìíî-æèì íà ìíîæèòåëü Γ(1/2 − a) exp(x2/4)/(2πi), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
xU(a, x)− Γ(1/2 − a)

Γ(1/2 − (a+ 1))
U(a+1, x)+

(a− 1/2)Γ(1/2 − a)

Γ(1/2 − (a− 1))
U(a−1, x) = 0.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ãàììà-�óíêöèè, ïîëó÷èì:

xU(a, x) − (1/2 − a)U(a + 1, x) − U(a− 1, x) = 0.Ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû ìîæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïàðàáî-ëè÷åñêîãî öèëèíäðà ïðè (a + 1/2) ∈ N.1.5.5 Çíà÷åíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò×òîáû ñâÿçàòü èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèè ïàðàáîëè÷åñêî-ãî öèëèíäðà ñ å¼ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè x = 0, âû÷èñëèìçíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè a > −1/2. Äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
a èíòåãðàë ïî ïåòëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èíòåãðàë ïî ìàëîé îêðóæíî-ñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò è èíòåãðàëû ïî âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíàìðàçðåçà. Ïðè ýòîì íà âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíàõ ðàçðåçà îêàçûâàåòñÿðàçíûì àðãóìåíò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

U(a, 0) =
Γ(1/2 − a)

2πi

∫

γ

exp

(

− k2

2

)

ka−1/2dk =

=

∣

∣

∣

∣

k = |k| exp(i arg(k)), |k| = ρ, arg(k) = ±iπ
∣

∣

∣

∣

=

=
Γ(1/2 − a)

2πi
2i sin(π(a− 1/2))

∫ ∞

0

exp(−ρ2/2)ρa−1/2dρ =

∣

∣

∣

∣

ρ2/2 = λ

∣

∣

∣

∣

=

= 2a/2−1/4 Γ(1/2 − a)

π
sin(π(a− 1/2))

∫ ∞

0

exp(−λ)λa/2−3/4dλ =

= 2a/2−1/4 Γ(1/2 − a)

π
sin(π(a− 1/2))Γ

(

a

2
+

3

4

)

= 2a/2−1/4

Γ

(

a
2

+ 3
4

)

Γ

(

a− 1
2

) ;Òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé äàþò:
U ′(a, 0) =

Γ(1/2 − a)

2πi

∫

γ

exp

(

− k2

2

)

k(a+1)−1/2dk =

= 2a/2+1/4

Γ

(

a
2

+ 5
4

)

Γ

(

a− 1
2

) .



1.6. Èíòåãðàë Ôðåíåëÿ è ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû 391.5.6 Ëèòåðàòóðà1 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè Ì.:Íàóêà, 1990.2 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.3 Ì.Àáðàìîâèö, È.Ñòèãàí, Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì.Ì. Íàóêà, 1979.1.6 Èíòåãðàë Ôðåíåëÿ è ìåòîä ñòàöèîíàðíîé�àçûÏðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ êîñèíóñ- è ñèíóñ-èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ. Ïîêà-çàíî, ÷òî èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëû Ôðåíåëÿëåæàò â îñíîâå �îðìóë ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé �àçû.1.6.1 Ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëîâ ÔðåíåëÿÊîñèíóñ- è ñèíóñ-èíòåãðàëàìè Ôðåíåëÿ íàçûâàþòñÿ �óíêöèè:
C(x) =

√

2

π

∫ x

0

cos(t2)dt, S(x) =

√

2

π

∫ x

0

sin(t2)dt.Ýòè èíòåãðàëû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. Îá-ëàñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ � îò òåîðèè äè�ðàêöèè äî êëàññè÷åñêîé ìåõà-íèêè. Íà ñàìîì äåëå âàæíîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäèò èç ïðîñòîòû�îðìóë èõ ïðåäñòàâëÿþùèõ. Ýòî îáùèé ïðèíöèï � ÷åì ïðîùå �îðìóëà,òåì îíà âàæíåå äëÿ ïðèëîæåíèé.Èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðÿäîâ Òåéëîðà.Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè â âèäå ðÿäîâÒåéëîðà è çàòåì ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿâûðàæåíèÿ:
C(x) =

√

2

π

∞
∑

n=0

(−1)n x4n+1

(2n)! 4n
, S(x) =

√

2

π

∞
∑

n=0

(−1)n x4n+3

(2n+ 1)! (4n+ 3)
.Ïîëó÷åííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîì ∀x ∈ C. Èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ �öåëûå íå÷åòíûå �óíêöèè.
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�èñ. 1.6: Ñïèðàëü Ýéëåðà � ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ (C(t), S(t)).1.6.2 Ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòàÏðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ ïðè áîëüøèõâåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ çíàêî-ïåðåìåííà. Èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû çíàêîïåðåìåííî-ãî ðÿäà ïëîùàäåé. Ïëîùàäè ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðèîäó ïîäûíòåãðàëü-íîé �óíêöèè. Ïåðèîä êîëåáàíèé ïðè t→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñîîòâåò-ñòâåííî ÷ëåíû çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Èç ïðèçíàêàñõîäèìîñòè Ëèóâèëëÿ ðÿä ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî è èíòåãðàëû C(x) è
S(x) îãðàíè÷åíû ïðè x → ∞.Âû÷èñëèì ïðåäåë:

C =

∫ ∞

0

cos(t2)dt.Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó:z = t2, òîãäà
C =

∫ ∞

0

cos(t2)dt =

∫ ∞

0

cos(z)

2
√
z
dzÄëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü cos(z) = (eiz + e−iz)/2.Ýòà �îðìóëà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâñ ýêñïîíåíòàìè ïî îòäåëüíîñòè.�àññìîòðèì èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó γ = γ1 ∩ γ2 ∩ γ3. Çäåñü
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γ2 � ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà R.

lim
R→∞

(
∫ R

0

eiz

2
√
z
dz +

√
R

∫ π/2

0

exp(iR exp(iφ))
exp(iφ/2)

2
dφ+

+

∫ 0

iR

eiz

2
√
z
dz

)

= 0Ïðåäåë ïðè R → ∞ äëÿ êàæäîãî èíòåãðàëà èç ñóììû ñóùåñòâóåò, ïîýòî-ìó ìîæíî çàïèñàòü:
∫ ∞

0

eiz

2
√
z
dz = − lim

R→∞

√
R

∫ π/2

0

exp(iR exp(iφ))
exp(iφ/2)

2
dφ−

∫ 0

i∞

eiz

2
√
z
dz.Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó:

−
∫ 0

i∞

eiz

2
√
z
dz =

∣

∣

∣

∣

iz = −y
∣

∣

∣

∣

=
i

2
√
−i

∫ ∞

0

e−y

√
y
dy =

=
i

2
√
−i

∫ ∞

0

e−y

√
y
dy =

√
2

4
(1 + i)Γ(1/2);

�èñ. 1.7: Èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè êîñèíóñ-èíòåãðàëà Ôðåíåëÿ ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà, ÷ëåíû êîòîðîãî � ïëî-ùàäè ïîä �óíêöèåé cos(t2).
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✲ Re(p)

✻

ℑ(p)

γ1

R

✲

γ2❅❅■

γ3

❄

R

�èñ. 1.8: Èíòåãðàë ïî êîíòóðó γ = γ1 ∩ γ2 ∩ γ3 ðàâåí íóëþ, òàê êàêïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ãîëîìîð�íà âíóòðè γ.�àññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë:
lim

R→∞

√
R

∫ π/2

0

exp(iR exp(iφ))
exp(iφ/2)

2
dφ =

= lim
R→∞

√
R

2

∫ π/2

0

exp(i(φ/2 +R cos(φ))) exp(−R sin(φ))dφ.Äëÿ ∀φ ∈ (0, π/2] ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî
R ïðè R → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ìèíòåãðàë ïî φ íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàë ïî φ ∈ (0, R−3/4] è ïî
φ ∈ (R−3/4, π/2]. Ïîñòàâèì ýòè èíòåãðàëû ïîä çíàê ïðåäåëà. Â ðåçóëüòàòåî÷åâèäíûõ îöåíîê ïîëó÷èì:

lim
R→∞

√
R

∫ π/2

0

exp(iR exp(iφ))
exp(iφ/2)

2
dφ ≤

≤ 
onst lim
R→∞

1
4
√
R

+ 
onst lim
R→∞

√
R exp(−R sin(1/

4
√
R3)) = 0Â ðåçóëüòàòå:

∫ ∞

0

eiz

2
√
z
dz =

√
2

4
(1 + i)Γ(1/2).
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∫ ∞

0

e−iz

2
√
z
dz =

√
2

4
(1 − i)Γ(1/2).Òîãäà

lim
x→∞

C(x) =

√
2

2

√

2

π
Γ(1/2) =

1√
π

Γ(1/2).Ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-�óíêöèé Γ(z)Γ(1 − z) = π/ sin(πz) ïðè
z = 1/2 äàåò Γ(1/2) =

√
π. Òîãäà

lim
x→∞

C(x) = 1.Òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äàþò �îðìóëó:
lim

x→∞
S(x) = 1.1.6.3 Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçûÇäåñü ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ ïðè èññëåäîâàíèèèíòåãðàëîâ òèïà Ôóðüå îò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé. �àññìîòðèìèíòåãðàë:

F (λ) =

∫ b

a

f(x) cos(λΩ(x))dx.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå [a, b] f(x) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, Ω(x)èìååò åäèíñòâåííóþ íåâûðîæäåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó xs, òî åñòü
Ω′(xs) = 0 è Ω′′(xs) 6= 0.Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà áóäåò èçó÷åíèå ñâîéñòâ F (λ) ïðè λ→ ∞. Â êà-÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé Ω ≡ x2, f(x) ≡ 1/ cosh(x+1).Ïðèâåäåííûé ãðà�èê 1.6.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â èíòå-ãðàë äàåò îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè. Ïðè÷èíà � ìåíüøàÿ ÷àñòîòàîñöèëëÿöèé â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â âèäå ñóììû òðåõ èíòåãðàëîâ:

F (λ) =

∫ xs−δ

a

f(x) cos(λΩ(x))dx+

∫ b

xs+δ

f(x) cos(λΩ(x))dx+

+

∫ xs+δ

xs−δ

f(x) cos(λΩ(x))dx.



44 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

�èñ. 1.9: Èíòåãðàë � çíàêîïåðåìåííûé ðÿä èç ïëîùàäåé äëÿ ïîäûíòå-ãðàëüíîé �óíêöèè cos(20x2)/ cosh(x+1). Çäåñü λ = 20, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-êà xs = 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îêðåñò-íîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, õîòÿ ìàêñèìóì ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèèîêîëî x = −1.Äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà íå ñîäåðæàò ñòàöèîíàðíîé òî÷êè �óíêöèè Ω(x).Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìîæíî îöåíèòü èõ ïîðÿäîê ïðè λ→ ∞.
∫ xs−δ

a

f(x) cos(λΩ(x))dx =
f(x)

λΩ′(x)
sin(λΩ(x))

∣

∣

∣

∣

x=xs−δ

x=a

−

−1

λ

∫ xs−δ

a

(

f(x)

Ω′(x)

)′
sin(λΩ(x))dxÂíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå â òî÷êå x = a èìååò ïîðÿäîê λ−1. Äëÿ îöåíêèâíåèíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî â òî÷êå x = xs−δ è îñòàâøåãîñÿ èíòåãðàëàíóæíî âñïîìíèòü, ÷òî Ω′(xs) = 0. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ýòîãî âíåèíòåãðàëü-íîãî ñëàãàåìîãî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà δ ïîêà ïðèìåì δ = λ−α, ãäå α > 0.Òîãäà

∫ xs−δ

a

f(x) cos(λΩ(x))dx = O(λ−1) +O(λα−1) +O(λ2α−1).Òàê æå îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàë ïî èíòåðâàëó x ∈ [xs + δ, b].Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî ìàëîìó èíòåðâàëó â îêðåñòíîñòè ñòà-öèîíàðíîé òî÷êè. Ñäåëàåì â íåì çàìåíó ïåðåìåííîé λΩ′′(xs)(x− xs)
2 =sgn(Ω′′(xs))y

2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì sgn(Ω′′(xs)) = 1. Òîãäà dy =
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√

λ|Ω′′(xs)|dx. Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè ïî �îðìóëå Òåé-ëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà:
∫ xs+δ

xs−δ

f(x) cos(λΩ(x))dx =

∫ λ1/2−α

|Ω′′(xs)|

− λ1/2−α

|Ω′′(xs)|

(

f(xs) +
f ′(θf )

√

λ|Ω′′(xs)|

)

×

× cos

(

λΩ(xs) + y2 +
y3

√

λ|Ω′′(xs)|3
Ω′′′(θΩ)

)

dy
√

λ|Ω′′(xs)|
.Çäåñü θf è θΩ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû èç [xs − δ, xs + δ]. Ïðÿìûå îöåíêèäàþò:

∫ xs+δ

xs−δ

f(x) cos(λΩ(x))dx =

=

∫ λ1/2−α

|Ω′′(xs)|

− λ1/2−α

|Ω′′(xs)|

f(xs) cos(λΩ(xs) + y2)
dy

√

λ|Ω′′(xs)|
+

+O(λ−1/2−α).Ïðèìåì α = 1/8 òîãäà:
F (λ) ∼ f(xs)

√

λ|Ω′′(xs)|

∫ ∞

−∞
cos(λΩ(xs) + y2)dy.èëè

∫ b

a

f(x) cos(λΩ(x))dx ∼

∼ 1√
λ
f(xs)

√

2π

|Ω′′(xs)|
(cos(λΩ(xs)) − sin(λΩ(xs))),ïðè sgn(Ω′′(xs)) = 1.Â ñëó÷àå sgn(Ω′′(xs)) = −1, äåéñòâóÿ òàê æå, ïîëó÷èì:

∫ b

a

f(x) cos(λΩ(x))dx ∼

∼ 1√
λ
f(xs)

√

2π

|Ω′′(xs)|
(cos(λΩ(xs)) + sin(λΩ(xs))).Ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà ñ �óíêöèåé ñèíóñ, âìåñòî êîñèíóñà, ëåãêîïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ �îðìóë ïðèâåäåíèÿ. Åùå äâå �îðìóëû äëÿ èíòå-ãðàëîâ ñ îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé:

∫ b

a

f(x) exp(iλΩ(x))dx ∼ 1√
λ
f(xs)

√

2π

|Ω′′(xs)|
exp(iλΩ(xs) + iπ/4),



46 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿïðè sgn(Ω′′(xs)) = 1.Â ñëó÷àå sgn(Ω′′(xs)) = −1, äåéñòâóÿ òàê æå, ïîëó÷èì:
∫ b

a

f(x) exp(iλΩ(x))dx ∼ 1√
λ
f(xs)

√

2π

|Ω′′(xs)|
exp(iλΩ(xs) − iπ/4).Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñòàíäàðòíóþ �îðìóëó:

∫ b

a

f(x) exp(iλΩ(x))dx ∼

∼ 1√
λ
f(xs)

√

2π

|Ω′′(xs)|
exp(iλΩ(xs) + sgn(Ω(xs)iπ/4). (1.21)1.6.4 Çàäà÷àÂû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó �óíêöèè Ýéðè ïðè z → ∞.1.6.5 Ëèòåðàòóðà1 �. Áåéòìåí, À. Ýðäåéè, Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå �óíêöèè. Ôóíê-öèè Áåññåëÿ, �óíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà, îðòîãîíàëüíûåìíîãî÷ëåíû. Ì. Ìèð, 1974.2 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Ì., Íàóêà, 1990.1.7 Ôóíêöèÿ ÁåññåëÿÏîñòðîåí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä �óíêöèè Áåññåëÿ. Âûâåäåíî ðàçíîñòíîåóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ. Ïîëó÷åíî èíòåãðàëü-íîå ïðåäñòàâëåíèå è àñèìïòîòèêà �óíêöèè Áåññåëÿ â áåñêîíå÷íî óäà-ëåííîé òî÷êå.1.7.1 Óðàâíåíèå ÁåññåëÿÓðàâíåíèå Áåññåëÿ èìååò âèä:

w′′ +
1

z
w′ + (1 − ν2

z2
)w = 0. (1.22)Óðàâíåíèå Áåññåëÿ âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå ê ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìà-òè÷åñêîé �èçèêè. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èíîãäà íàçûâàþò öèëèí-äðè÷åñêèì �óíêöèÿìè.



1.7. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 47Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåãóëÿðíóþ îñîáóþ òî÷êó z =
0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ýòîé òî÷êå

α(α− 1) + α− ν2 = 0.Ïîêàçàòåëè ýòîé ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè α1,2 = ±ν. Ñëåäîâàòåëüíî,â îêðåñòíîñòè z = 0 ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.22) â âèäå:
w = z±ν

∞
∑

n=0

wnz
n,åñëè ν 6∈ Z.Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû ðÿäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Äëÿîïðåäåëåííîñòè áóäåì ñòðîèòü �óíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîêàçàòåëþ

ν > 0.Ïîäñòàâèì �îðìóëó
w(z) = zν

∞
∑

n=0

wnz
nâ óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-ïåíÿõ z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

(2νw1 + w1)z
−1 +

∞
∑

n=2

[

(2νn+ (n− 1)n+ n)wn + wn−2

]

zn−2 = 0.

�èñ. 1.10: Äâå �óíêöèè Áåññåëÿ .



48 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÑèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ wn:
2νw1 + w1 = 0,

(2ν + k)kwn + wn−2 = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå íå÷åòíûå êîý��èöèåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìóìîæíî ñäåëàòü çàìåíó k = 2n, òîãäà:
wk = − wk−1

(ν + k)4k
.Ôóíêöèÿ w(z) èìååò âèä:

w(z) = zν
∞

∑

k=0

(−1)k

k!

(

z2

4

)k
w0

(ν + k)(ν + k − 1) . . . ν
.Â ýòîé �îðìóëå âîñïîëüçóåìñÿ ãàììà-�óíêöèåé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî-èçâåäåíèÿ â çíàìåíàòåëå, êðîìå òîãî, ñäåëàåì íîðìèðîâêó

w0 =

(

1

2

)ν
1

Γ(ν)
.Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ èìååò âèä:

Jν(z) =

(

z

2

)ν ∞
∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(

z2

4

)k

. (1.23)Ýòà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Áåññåëÿ. Ïàðàìåòð ν íàçûâàåòñÿ ïî-ðÿäêîì �óíêöèè Áåññåëÿ, z� àðãóìåíòîì.Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ëåã-êî âèäåòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Åñëè ν � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òîãäàè �óíêöèÿ Áåññåëÿ � öåëàÿ �óíêöèÿ.Åñëè ν 6∈ Z, òîãäà �óíêöèÿ Áåññåëÿ èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ z = 0.�ëàâíàÿ âåòâü �óíêöèè Áåññåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíîé âåòâüþ �óíêöèè
zν . Ñâÿçü ðàçëè÷íûõ âåòâåé �óíêöèè Áåññåëÿ äàåò �îðìóëà:

Jν(z exp(2iπm)) = exp(2iπmν)Jν(z).1.7.2 �àçíîñòíîå óðàâíåíèåÂûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì �óíêöèè Áåññåëÿ ðàçëè÷íûõïîðÿäêîâ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ åäèíñòâåííûì, ÷òî ó íàñ åñòü � ïðåä-ñòàâëåíèåì �óíêöèè Áåññåëÿ (1.23).
Jν−1(z) =

(

z

2

)ν−1 ∞
∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k)

(

z2

4

)k

.



1.7. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 49Çäåñü çàìåíèì ãàììà-�óíêöèþ ïî �îðìóëå
Γ(ν + k + 1) = (ν + k)Γ(ν + n).Òîãäà ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

Jν−1(z) =

(

2

z

)(

z

2

)ν ∞
∑

k=0

(−1)k(ν + k)

k!Γ(ν + k + 1)

(

z2

4

)k

=

ν

(

2

z

)

Jν(z) +

(

2

z

)ν+1 ∞
∑

k=1

(−1)k

(k − 1)!Γ(ν + k + 1)

(

z2

4

)k−1

.Â ðåçóëüòàòå:
Jν−1 =

2ν

z
Jν − Jν+1. (1.24)Ýòî è åñòü èñêîìàÿ �îðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ �óíêöèè Áåññåëÿ ðàçëè÷íûõïîðÿäêîâ.1.7.3 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåÄëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè Áåñ-ñåëÿ, âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (1.24). Â ýòîé �îðìóëå ïåðåéäåì ê îáðà-çàì Ëàïëàñà J̃ . Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñäåëàåì ïî ïîðÿäêîâîé ïåðå-ìåííîé ν. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1.24) äëÿ îáðàçîâ Ëàïëàñà ïðèìåòâèä:

exp(−p)J̃ =
2

z
J̃ ′ − exp(p)J̃ .èëè

J̃ ′ = z cosh(p)J̃ .Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. �åøèâ åãî, ïîëó÷èì:
log J̃ = z sinh(p) + C,èëè
J̃ = C exp(z sinh(p)).Ïðîîáðàç � �óíêöèÿ Áåññåëÿ � ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

J = C

∫

γ

exp(z sinh(p)) exp(−pν)dp.Çäåñü, ïðàâäà, ïîêà åùå íå îïðåäåëåíà ïîñòîÿííàÿ C è êîíòóð èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ìû ïîëó÷èì íèæå. Êîíòóð èíòåãðèðî-âàíèÿ äîëæåí îáõîäèòü îäíó èëè íåñêîëüêî îñîáûõ òî÷åê ïîäûíòåãðàëü-íîé �óíêöèè, òàê, ÷òîáû åãî ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèè íåëü-çÿ áûëî ñòÿíóòü â òî÷êó (òàêîå òðåáîâàíèå îáåñïå÷èâàåò, ÷òî èíòåãðàë



50 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
✲ Re(p)✻

ℑ(p)

✏✏✮

γ

❵�èñ. 1.11: Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåòëå γ. Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò òî÷-êó âåòâëåíèÿ z = 0 è ïðîõîäèò ïîä è íàä ðàçðåçîì Re(z) < 0.íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâà-íèÿ óäîáíî çàìåíèòü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ: exp(p) = −t, −dt =
exp(p)dp. Òîãäà èíòåãðàë ïðèìåò âèä:

Jν(z) = C

∫

γ

exp
(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
.Â ýòîì èíòåãðàëå òî÷êà t = 0 � òî÷êà âåòâëåíèÿ. Ïîýòîìó, åñëèìû âîçüìåì â êà÷åñòâå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïåòëþ, ïðèõîäÿùóþ ñ

−∞+ i0, îáõîäÿùóþ âîêðóã òî÷êè t = 0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è óõîäÿùóþîáðàòíî íà −∞ − i0, òîãäà òàêîé êîíòóð íå ñìîæåò áûòü íåïðåðûâíîñòÿíóò â òî÷êó, è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
Jν(z) = C

∫ (+0)

−∞
exp

(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
.Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re(z) ≥ 0.Òåïåðü çàéìåìñÿ îïðåäåëåíèåì çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé C. Äëÿ ýòîãîðàññìîòðèì �óíêöèþ Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν = 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðÿäîìäëÿ �óíêöèè Áåññåëÿ, ëåãêî ïîñ÷èòàòü åå çíà÷åíèå: J0(0) = 1.Ïðè ν ∈ Z íåò íèêàêîãî ðàçðåçà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîäûí-òåãðàëüíûå �óíêöèè ãîëîìîð�íû âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè t = 0.Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî ïåòëå â ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè Áåññåëÿ ìîæíîäå�îðìèðîâàòü â èíòåãðàë ïî ëþáîé îêðóæíîñòè âîêðóã òî÷êè t = 0:

Jν = C

∫

γ

exp
(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
,ãäå γ � îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà âîêðóã òî÷êè t = 0. Ýòèìïðåäñòàâëåíèåì âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííîé C:

J0(0) = C

∫

γ

dt

t1
= 2iπC = 1.



1.7. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 51Ñëåäîâàòåëüíî,
C =

1

2iπ
.Îêîí÷àòåëüíî:

Jν(z) =
1

2iπ

∫ (+0)

−∞
exp

(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
. (1.25)Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re(z) ≥ 0. åãî ìîæíîïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, ïðèãîäíîìó äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé z. Äëÿ ýòîãîñäåëàåì çàìåíó: zt = l, òîãäà

t =
l

z
,

1

t
=
z

l
,è

Jν(z) =
1

2iπ
zν

∫ (+0)

−∞
exp

(

l

2
− z2

2l

)

dl

lν+1
.1.7.4 Àñèìïòîòèêà �óíêöèè ÁåññåëÿÇäåñü ïðèâåäåíà �îðìóëà äëÿ àñèìïòîòèêè �óíêöèè Áåññåëÿ ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ àðãóìåíòà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé�îðìóëû âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Âîîáùå ãîâî-ðÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà â �óíêöèè Áåññåëÿ îáû÷íîïîëüçóþòñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà. Îäíàêî, äëÿ ïðîñòîòû ìû íå áóäåì ïðè-âëåêàòü ìåòîä ïåðåâàëà, à âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé �àçû,õîòÿ, êîíå÷íî, çäåñü ýòî îêàæåòñÿ îäíèì è òåì æå.Ïðåîáðàçóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ê èíòåãðàëó ïî ìíèìîé îñè. Äëÿýòîãî íàäî äå�îðìèðîâàòü âåòâè èíòåãðàëà ïî ïåòëå � ñ âåðõíåãî áåðå-ãà ðàçðåçà íà âåðõíþþ ìíèìóþ ïîëóîñü, ñ íèæíåãî áåðåãà ðàçðåçà � íàíèæíþþ ìíèìóþ ïîëóîñü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ïîäûíòåãðàëü-íàÿ �óíêöèÿ ãîëîìîð�íà â êîíå÷íîé îáëàñòè ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîì-ïëåêñíîãî ïàðàìåòðà t, à èíòåãðàë ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t â ëåâîé ïî-ëóïëîñêîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà �îð-ìóëà:

Jν(z) =
1

2iπ

∫ (+0)

−∞
exp

(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
=

1

2iπ

∫

L

exp
(z

2
(t− 1

t
)
) dt

tν+1
,ãäå L � êîíòóð, ïðîõîäÿùèé ïî ìíèìîé îñè îò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè äîïëþñ áåñêîíå÷íîñòè è îáõîäÿùèé òî÷êó t = 0 ïî ìàëîé îêðóæíîñòè ñïðà-âà.



52 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÂ ïîëó÷åííîì èíòåðâàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé it = x, òîãäàèíòåãðàë ïðèìåò âèä:
Jν(z) =

1

2iπ
exp(i(ν + 1)π/4)

∫

M

exp
(iz

2
(x− 1

x
)
) dx

xν+1
,ãäå êîíòóð M ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîéîêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, êîòîðóþ îí îáõîäèò ïî ïîëîâèíêå îêðóæíîñòèâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè x.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-ñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé �àçû. Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå �îðìóëû, ïîëó-÷èì:

Jν(z)||z|→∞ =
1

2π

∑

±
exp(±iz)

√

2π

z
exp(±iπ/4 − πν/2)(1 +O(|z|−1) =

√

12

πz

(

cos(z − πν/2 − π/4) − sin(z − πν/2 − π/4)

)

(1 +O(|z|−1).1.7.5 Çàäà÷è1 Âû÷èñëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = ∞.2 Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ðàç-íîñòíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ïåòëå óäîâëåòâîðÿåò äè�-�åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.3 Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü îáõîäà òî÷êè t = 0 â èíòåãðàëüíîì ïðåä-ñòàâëåíèè �óíêöèè Áåññåëÿ ïî ìíèìîé îñè ñïðàâà.1.7.6 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ëåêöèè ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëàñü êíèãàÔ.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Ì., Íàóêà, 1990.1.8 ßâëåíèå ÑòîêñàÑòðîãî ãîâîðÿ, ÿâëåíèå Ñòîêñà èìååò îòíîøåíèå ê àñèìïòîòè-÷åñêèì ðÿäàì äëÿ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, à íå ê ñàìèì ñïåöèàëüíûì�óíêöèÿì. Îäíàêî, ÷àñòî �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ è,â ÷àñòíîñòè, ðÿäîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ. Â òàêîé ñèòóàöèè îáñóæäåíèåÿâëåíèÿ Ñòîêñà âûãëÿäèò âïîëíå óìåñòíûì. Â ýòîé ëåêöèè �óíêöèè



1.8. ßâëåíèå Ñòîêñà 53�àíêåëÿ ââîäÿòñÿ ÷åðåç èõ àñèìïòîòèêè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èîáñóæäàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ �óíêöèé â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.Ïðîùå âñåãî ïîíÿòü ÿâëåíèå Ñòîêñà íà ïðèìåðå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
u′′ − u = 0.Ôóíêöèÿ u = ch(z) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.Àñèìïòîòèêà ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè |z| → ∞ â ñåêòîðå Re(z) > 0:
u ∼ exp(z)/2,â ñåêòîðå Re(z) < 0:
u ∼ exp(−z)/2.Òî åñòü àñèìïòîòèêà ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè

arg z. Â ýòîì, ñîáñòâåííî, è ñîñòîèò ÿâëåíèå Ñòîêñà. Ïîêàçàâ ýòîò ïðè-ìåð, ìîæíî áûëî áû è çàêîí÷èòü ëåêöèþ � òåìà ïî áîëüøîìó ñ÷åòóèñ÷åðïàíà. Îäíàêî, ýòî äàëåêî íå òàê. Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ñëèøêîìïðîñòî è ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèê åãî ðåøåíèé îêàçûâàþòñÿ íåçà-ìå÷åííûìè, íàïðèìåð, òàêèå âàæíûå â îáùåì ïîäõîäå ýëåìåíòû, êàêêîý��èöèåíòû Ñòîêñà (çäåñü ýòî òîæäåñòâåííûå åäèíèöû). Ïîýòîìó ïå-ðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîãî ïðèìåðà.1.8.1 Ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõðÿäîâÈññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ
w′′ +

1

z
w′ + (1 − ν2

z2
)w = 0. (1.26)â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè z = ∞. Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèèáûëà íàïèñàíà àñèìïòîòèêà �óíêöèé Áåññåëÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êè. Õàðàêòåð àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ïî-íÿòü èç òåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë:

w(z) ∼ exp(±iz)
√

1

z

∞
∑

n=0

wnz
−n.Çäåñü íå èñïîëüçóåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà, ïîòîìó ÷òî ïîêà íå èññëåäîâàíâîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ w(z), ðÿä ïîíèìàåòñÿ êàê �îðìàëü-íûé.



54 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÄëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ wn íàäî ïîäñòàâèòü ðÿä â óðàâíåíèå,ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z. Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷èòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, èç êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòüêîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ wn. Çäåñü ýòè äåéñòâèÿ ïðîïóùåíû, òàê êàêîíè óæå íå ðàç ïðîâîäèëèñü è äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, è äëÿ ãèïåðãåî-ìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Âìåñòî âû÷èñëåíèé ïðèâåäåì ñðàçó îòâåò:
wn =

(4ν2 − 1)(4ν2 − 32) . . . (4ν2 − (2n− 1)2)

n!8n
.Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü íàïèñàííîãî ðÿäà:

wn+1

wn

|n→∞ ∼ n.Òî åñòü, ðÿä íå ñõîäèòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ z.Òàêèì îáðàçîì, âîñïîëüçîâàâøèñü ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé ìîæíîïîëó÷èòü äâà �îðìàëüíûõ ðÿäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ �îðìàëüíûìè ðå-øåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, íî íå ñõîäÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåä-ñòàâëÿþò íèêàêîãî íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòè ðÿäû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìèïðåäñòàâëåíèÿìè êàêèõ-òî �óíêöèé, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.1.8.2 Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèêÏðåæäå, ÷åì êàê-ëèáî èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííûå �îðìàëüíûå ðÿäûâûÿñíèì, âî-ïåðâûõ,� åñòü ëè òàêèå �óíêöèè, êîòîðûå ïðèáëèæàþòñÿïîñòðîåííûìè ðÿäàìè, âî-âòîðûõ, � îáëàñòü çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî ïà-ðàìåòðà z äëÿ êîòîðîé ïðèãîäíû ïîñòðîåííûå ïðèáëèæåíèÿ. Ñòàíäàðò-íûé ïîäõîä â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé.Âîçüìåì îòðåçîê �îðìàëüíîãî ðÿäà äëèíîé N :
LN = exp(±iz)

√

1

z

N
∑

n=0

wnz
−n.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

w = LN + u(z).Çäåñü íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì àñèìïòîòèêè. Ïîä-ñòàâèì �îðìóëó äëÿ w â óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèåäëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè u(z):
u′′ +

1

z
u′ + (1 − ν2

z2
)u = −L′

N , (1.27)



1.8. ßâëåíèå Ñòîêñà 55ãäå L′
n� ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (ëåâîé ÷à-ñòè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ) ê êóñêó ðÿäà Ln. Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (1.27) èìååò âèä:

−L′
N = exp(iz)ANz

−N−2−1/2,ãäå AN � ïîñòîÿííàÿ.Ìàëûå ïðè z → ∞ ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè äëÿ u(z) ïåðåíåñåì â ïðà-âóþ ÷àñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
u′′ + u = −u

′

z
+
ν2u

z2
− L′

N .Òåïåðü óäîáíî ïåðåéòè îò äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê èíòå-ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ u(z):
u(z) = − exp(iz)

∫ ∞

z

dζ exp(−iζ)
[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2
− L′

N

]

−

exp(−iz)
∫ ∞

z

dζ exp(iζ)

[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2
− L′

N

]

.Â ýòîì óðàâíåíèè íàäî îïðåäåëèòü êàêîé-íèáóäü ïóòü èíòåãðèðîâà-íèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî íå òàê óæ è âàæíî,ïîòîìó ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè àíàëèòè÷åñêèå, à áåñêîíå÷íî óäà-ëåííàÿ òî÷êà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åäèíñòâåííàÿ. Îäíàêî, ýòî íåñîâñåì òàê. Âàæíî îïðåäåëèòü ëèíèþ, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîäõîäê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Âåäü áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà � ñó-ùåñòâåííî îñîáàÿ äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. ×òîáû ïðîùå âñåãîáûëî îöåíèâàòü èíòåãðàë, åñòåñòâåííî âûáðàòü ïóòü, íà êîòîðîì ïîäûí-òåãðàëüíàÿ ýêñïîíåíòà áûñòðåå âñåãî óáûâàåò. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âÿâíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ L′
N :

u(z) = − exp(iz)

∫ ∞

z

dζ exp(−iζ)
[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2
− exp(iζ)ANζ

−N−2−1/2

]

−

exp(−iz)
∫ ∞

z

dζ exp(iζ)

[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2
− exp(iζ)ANζ

−N−2−1/2

]

.Èç ïðèâåäåííîé �îðìóëû âèäíî, ÷òî íàäî óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü ïîïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ìíèìîé îñè, â ýòîì ñëó÷àå, ïî êðàéíåé ìåðå èç-âåñòíûå ñëàãàåìûå ñâÿçàííûå ñ L′
N óáûâàþò áûñòðåå âñåãî. Î íåèçâåñò-íîé �óíêöèè u(ζ) ïîêà íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ.



56 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ×òî êàñàåòñÿ êîíå÷íîé îáëàñòè ïàðàìåòðà |ζ | > 0 � çäåñü âàæíî,÷òîáû íà ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ íå ðîñëà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîäûíòå-ãðàëüíîé ýêñïîíåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå åå ëåãêî îöåíèòü, ñ íåé è îöåíèòüèíòåãðàë:
| exp(−iz)

∫ i∞

z

dζ exp(2iζ)ANζ
−N−2−1/2| ≤ | exp(iz)ζ−N−3/2
onst|. (1.28)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè, åùå âàæíî íå ïðèáëèæàòüñÿ ê íóëþ, òàì òî÷êàâåòâëåíèÿ, äà åùå è îñîáåííîñòü. Åñëè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïóòü èí-òåãðèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòûïðè äâèæåíèè ê i∞ íå ðàñòåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ýêñ-ïîíåíòîé ñ ïîêàçàòåëåì, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî áîëüøå, ÷åì 2iz.Ñëåäîâàòåëüíî, íå óäàñòñÿ ïðè îöåíêå èíòåãðàëà ïîëó÷èòü ìíîæèòåëü

exp(iz), âàæíûé äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê.Èòàê, â ñëó÷àå, åñëè ìîæíî ïðîâåñòè ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ îò òî÷êè zê i∞ òàê, ÷òî íà íåì âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëå (1.28)íå âîçðàñòàåò, èìååì:
u(z) = − exp(iz)

∫ ∞

z

dζ exp(−iζ)
[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2

]

− exp(−iz)
∫ ∞

z

dζ exp(iζ)

[

− u′

ζ
+
ν2u

ζ2

]

+ F (z),ãäå
|F (z)| ≤ | exp(iz)z−N−3/2
onst|.Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå òî÷êà ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿòî÷êà, òî÷êà âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äàëüøå, ðàññìàòðèâàÿ zêàê òî÷êó íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè �óíêöèè ëîãàðè�ì, ëåãêî ïîíÿòü,÷òî òðåáóåìûå äëÿ îöåíêè (1.28) óñëîâèÿ íà ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ âû-ïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ òî÷åê, z, äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò íóëÿ è òàêèõ,÷òî −π < arg(z) < 2π.Ïóñòü z óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, òîãäà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-íûõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � �óíêöèè w(z) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:
w(z) = O(exp(iz)z−N−3/2).Òî åñòü, ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ðÿä ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-ñêèì ðÿäîì äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè u(z) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.



1.8. ßâëåíèå Ñòîêñà 571.8.3 Ôóíêöèè �àíêåëÿÄëÿ óäîáñòâà îáû÷íî óñòðàèâàþò íîðìèðîâêó ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ,óìíîæàÿ èõ íà
√

2

π
exp(±(

ν

2
+

1

4
)iπ).Ôóíêöèè, àñèìïòîòèêè êîòîðûõ áûëè ïîñòðîåíû íàçûâàþòñÿ �óíê-öèÿìè �àíêåëÿ. Ýòè �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðåä-ñòàâëåíèÿìè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè:

H(1)
ν (z) ∼ exp(iζ)

√

2

πz

∞
∑

n=0

inwnz
−n, −π + δ ≤ arg z ≤ 2π − δ,(1.29)

H(2)
ν (z) ∼ exp(−iζ)

√

2

πz

∞
∑

n=0

(−i)nwnz
−n, −2π + δ ≤ arg z ≤ π − δ,(1.30)ïðè z → ∞, ζ = z − πν

2
− π

4
, δ > 0.1.8.4 ßâëåíèå Ñòîêñà.Ôóíêöèè �àíêåëÿ, òàê æå, êàê è �óíêöèè Áåññåëÿ, � ëèíåéíî íåçà-âèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ïîýòîìó �óíêöèè Áåññåëÿ ìîæ-íî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèè �àíêåëÿ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âñïîìíèòüàñèìïòîòèêó �óíêöèé Áåññåëÿ ïðè |z| → ∞:

Jν(z) =
1

2
(H(1)

ν (z) +H(2)
ν (z)).

J−ν(z) =
1

2
(H(1)

ν (z) +H(2)
ν (z)) =

1

2
(exp(νπi)H(1)

ν (z) + exp(−νπi)H(2)
ν (z)).Èç ýòèõ �îðìóë ìîæíî èñêëþ÷èòü H(1)

ν (z) è H(2)
ν (z)). Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷èì:

H(1)
ν (z) =

1

sin(νπ)
(exp(−νπi)Jν(z) + Jν(z)),

H(2)
ν (z)) = − 1

sin(νπ)
(exp(iπν)Jν(z) − J−ν(z)).Äàëüøå äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè �àíêåëÿ ïðè ïîâîðîòå àðãóìåíòà íàóãîë πim ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè äëÿ ïîâîðîòà àðãóìåíòà â�óíêöèè Áåññåëÿ:

Jν(z exp(imπ)) = exp(imνπ)Jν(z).



58 �ëàâà 1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÝòà �îðìóëà è âûðàæåíèå �óíêöèè Áåññåëÿ ÷åðåç �óíêöèþ �àíêåëÿäàåò:
H(1)

ν (z exp(imπ)) =
−1

sin(νπ)
[sin((m− 1)νπ)H(1)

ν (z) + exp(−iνπ) sin(mνπ)H(2)
ν (z)],

H(2)
ν (z exp(imπ)) =

1

sin(νπ)
[exp(iνπ) sin(mνπ)H(1)

ν (z) + sin((m+ 1)νπ)H(2)
ν (z)].Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå �îðìóëû. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì m = 2,òîãäà

H(1)
ν (z exp(2iπ)) = −H(1)

ν (z) − (1 + exp(−2νπ))H(2)
ν (z),êîãäà | arg z| ≤ π − δ âåðíî è ýòî ïðåäñòàâëåíèå è ïðåäñòàâëåíèå (1.29),ïðàâäà, â ýòîé îáëàñòè �óíêöèÿ H(2)

ν (z) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, òàê ÷òîïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â(1.29).Âûâîä. Ïðè ïåðåõîäå îò ñåêòîðà ê ñåêòîðó àðãóìåíò �óíêöèè ìå-íÿåòñÿ íåïðåðûâíî, à êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿýòîé �óíêöèè ìåíÿþòñÿ äèñêðåòíî. Â ýòîì è ñîñòîèò ÿâëåíèå Ñòîêñà.Êîý��èöèåíòû â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, ìåíÿþùèåñÿ ñêà÷êî-îáðàçíî íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè Ñòîêñà. Ëó÷è, íà êîòîðûõ ïðîèñ-õîäèò ñìåíà êîý��èöèåíòîâ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè, íàçûâàþò-ñÿ ëèíèè Ñòîêñà. Ëó÷è, íà êîòîðûõ ðàñòóùàÿ è óáûâàþùàÿ àñèìïòîòè-êè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, íàçûâàþòñÿ àíòèñòîêñîâûìè ëèíèÿìè.1.8.5 Çàäà÷àÇàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî áëèçîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ê íåêî-òîðîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.1.8.6 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ëåêöèè ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëàñü êíèãà1 Ô.Îëâåð. Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Ì., Íàóêà, 1990.



�ëàâà 2Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÇäåñü ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì êàê ðå-øåíèÿ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëåïîêàçàíî ïðèëîæåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé â òåîðèè äâèæåíèé òâåð-äîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé.2.1 Ôóíêöèÿ ÂåéåðøòðàññàÇäåñü P-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ââåäåíà, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåð-âîãî ïîðÿäêà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà 1. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà�óíêöèÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïðèâîäèòñÿ òåðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ ýë-ëèïòè÷åñêîé �óíêöèè.2.1.1 Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåÂ ýòîé ëåêöèè áóäåò èçó÷àòüñÿ ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(u′)2 = 4u3 − g2u− g3. (2.1)Îíî ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè íà÷àòü èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå âòîðî-ãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ

u′′ = 6u2 − g2/2.�àçäåëèòü ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (2.1) ïðîñòî:
dz =

±du
√

4u3 − g2u− g3

.Ñëåäóþùèé ýòàï � ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðå-ìåííûìè. Âîò çäåñü åñòü íåêîòîðàÿ íåÿñíîñòü. Âî ïåðâûõ,� ÷òî îçíà÷àåò59
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±? Êàêîé èç çíàêîâ âûáðàòü? Ïàðàìåòð u ëåæèò íà äâóëèñòíîé ðèìà-íîâîé ïîâåðõíîñòè, ïî êàêîìó ïóòè íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäèòü ïóòüèíòåãðèðîâàíèÿ? Ïåðåéäåì ê îòâåòàì íà ýòè âîïðîñû.Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåð-âîãî ïîðÿäêà, çà÷àñòóþ (ó íàñ èìåííî òàêîé ñëó÷àé), íåäîñòàòî÷íî çà-äàòü òîëüêî çíà÷åíèå �óíêöèè u â êàêîé-ëèáî òî÷êå, íåîáõîäèìî åùåçàäàòü çíàê + èëè −, òî åñòü, âûáðàòü ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (ýòîóñëîâèå ëèøíåå òîëüêî â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ). Òî åñòü, äàííûå Êîøè:

z = z0, u|z0 = u0, çíàê ïåðåä êîðíåì.Âûáåðåì äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé � òî÷êó âåòâëåíèÿ z =
∞. Â ýòîì ñëó÷àå, ïî êðàéíåé ìåðå �îðìàëüíî, ïîëó÷èì:

z = −
∫ ∞

u

dζ
√

4ζ3 − g2ζ − g3

.Ôóíêöèÿ u = P(z), îáðàòíàÿ ê ýòîìó ýëëèïòè÷åñêîìó èíòåãðàëó, íàçû-âàåòñÿ P-�óíêöèåé Âåéåðøòðàññà:2.1.2 Äâîÿêîïåðèîäè÷íîñòüÂîîáùå ãîâîðÿ, åñëè õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî âñåðàâíî, ïî êàêîìó ïóòè íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàòü. Íî íàñàìîì-òî äåëå íå âñå ïóòè ýêâèâàëåíòíû. Îáîçíà÷èì e1, e2, e3 êîðíè êó-áè÷åñêîãî ïîëèíîìà
4ζ3 − g2ζ − g3 = 0.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî e3 � âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ñî-åäèíèì ðàçðåçîì íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè e1 è e2, e3 è ∞. Öèêë íàâåðõíåì ëèñòå ïîâåðõíîñòè, îáõîäÿùèé îòðåçîê [e1, e2], íàçîâåì a- ïå-ðèîäîì. Öèêë, ñîåäèíÿþùèé äâà ðàçðåçà è ïðîõîäÿùèé ïî âåðõíåìó èíèæíåìó ëèñòó ïîâåðõíîñòèá � b- ïåðèîäîì.Ìîæíî óñìîòðåòü, ÷òî ëþáîé ïóòü γ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ìîæ-íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïóòè, íå îáõîäÿùåãî ïîëíîñòüþ íè îäèí öèêë γ′,è ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà îáõîäîâ ïî a è b öèêëàì.

γ = γ′ + am+ bn, m, n ∈ Z.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ, à÷èñëà
2ω1 =

∫

a

dζ
√

4ζ3 − g2ζ − g3

, 2ω2 =

∫

b

dζ
√

4ζ3 − g2ζ − g3
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✁
✁
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a

b

�èñ. 2.1: �èìàíîâà ïîâåðõíîñòü êâàäðàòíîãî êîðíÿ êàê äâóëèñòíîå íà-êðûòèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè [e1, e2] è [e3,∞). Öèêë a îáõî-äèò âîêðóã ðàçðåçà [e1, e2], Öèêë b íà âåðõíåì ëèñòå âûõîäèò èç ðàçðåçà
[e3,∞) è óõîäèò íà íèæíèé ëèñò ÷åðåç ðàçðåç [e1, e2].� ïåðèîäû ýòîé �óíêöèè, òî åñòü:

P(z +mω1 + nω2) = P(z).Êîíå÷íî, åñëè áû îòíîøåíèå ýòèõ äâóõ ÷èñåë áûëî âåùåñòâåííûì, òîíè î êàêîé äâîÿêîïåðèîäè÷íîñòè íå ìîãëî áû èäòè è ðå÷è � âåùåñòâåí-íûé ïåðèîä ó �óíêöèè ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí. Îäíàêî çäåñü îòíîøåíèåïåðèîäîâ � ÷èñëî êîìïëåêñíîå. Ïîêàæåì ýòî. Âî-ïåðâûõ, èíòåãðàë ïî a-öèêëó ëåãêî äå�îðìèðîâàòü â èíòåãðàë âîêðóã ðàçðåçà ïî âåùåñòâåí-íîé îñè îò [e3,∞). Ïðè ýòîì, ïðàâäà, îñòàåòñÿ åùå èíòåãðàë ïî áîëüøîéîêðóæíîñòè íà âåðõíåì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, íî îí ðàâåí íó-ëþ èç-çà óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïðè |z| → ∞. Èíòåãðàëïî âåðõíåìó è íèæíåìó áåðåãàì ðàçðåçà [e3,∞)� âåùåñòâåííûé èç-çà âå-ùåñòâåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Òàêæå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîèíòåãðàë ïî öèêëó b ÷èñòî ìíèìûé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: îòíîøåíèåïåðèîäîâ ω1/ω2 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Èç-çà äâîÿêîïåðèîäè÷íîñòè ýòó �óíêöèþ äîñòàòî÷íî èçó÷èòü â ïðÿ-ìîóãîëüíèêå 0 ≤ Re(z) < 2ω1, 0 ≤ ℑ(z) < 2ω2. Ýòîò ïðÿìîóãîëüíèêèíîãäà íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ßêîáè.



62 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè2.1.3 Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäàÏðè z → 0 çíà÷åíèå �óíêöèè Âåéåðøòðàññà u → ∞. Ïðè÷åì, âîñ-ïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ëåãêî ïîëó÷èòü:
z ∼ 1√

u
, èëè u ∼ 1

z2
.Òàê êàê �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, òàê æåîíà âåäåò ñåáÿ âî âñåõ òî÷êàõ z + 2mω1 + 2nω2, òîãäà:

P(z) ∼
∑

m,n

1

(z + 2mω1 + 2nω2)2
+ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.�åãóëÿðíàÿ ÷àñòü � ïåðèîäè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ âî âñåé êîì-ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî ïîñòî-ÿííîé.Îäíàêî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íàïèñàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïîêàçàòüýòî ìîæíî, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì ñõîäèìîñòè:

∞
∑

m=0

1

((z + 2Nω2) + 2mω2)2
∼

∫ ∞

0

dm

((z + 2Nω2) + 2mω2)2
=

=
1

z + 2Nω1
.Ïî N ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå óæå íå ñóììèðóåòñÿ.�àñõîäÿùèéñÿ ðÿä ìîæíî ðåãóëÿðèçîâàòü, âûêèíóâ ðàñõîäÿùóþñÿ÷àñòü:

P(z) =
∑

m,n

[

1

(z + 2mω1 + 2nω2)2
− 1

(2mω1 + 2nω2)2

]

. (2.2)Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà è åñòü P-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.2.1.4 ×åòíîñòü�ÿä äëÿ ïðîèçâîäíîé P′(z) ëåãêî ïîëó÷èòü ïî÷ëåííûì äè��åðåíöè-ðîâàíèåì �îðìóëû (2.2):
P
′(z) = −2

∑

m,n

1

(z + 2mω1 + 2nω2)3
.Çàìåíèì z íà −z â ýòîé �îðìóëå. Â ðåçóëüòàòå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

P
′(−z) = −2

∑

m,n

1

(−z + 2mω1 + 2nω2)3
=
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= 2

∑

m,n

1

(z + 2mω1 + 2nω2)3
= −P

′(z).Âûâîä � ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Âåéåðøòðàññà � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ.Òàê æå, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà äëÿ P(z), ëåãêî óâèäåòü:
P(−z) = P(z),òî åñòü, �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà � ÷åòíàÿ.2.1.5 Ñâÿçü ìåæäó ω1, ω2 è ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèÿÏðåäñòàâèì P(z) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì z:

P(z) =
1

z2
+ u2z

2 + . . . .Åñëè ýòó �îðìóëû ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå, òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü:
P(z) =

1

z2
+
g2

20
z2 +

g3

28
z4 + . . . ,ãäå

g2 = 60
∑

m,n 6=0

1

(2mω1 + 2nω2)4
, g3 = 140

∑

m,n 6=0

1

(2mω1 + 2nω2)6
.2.1.6 Òåîðåìà ËèóâèëëÿÒåîðåìà Ëèóâèëëÿ � ýòî âî ìíîãîì òåîðåìà Êîøè, ïðèìåíåííàÿ êýëëèïòè÷åñêèì �óíêöèÿì:Òåîðåìà. Ïóñòü F (z) � ýëëèïòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Ñóììà âñåõ âû÷åòîâýòîé �óíêöèè îòíîñèòåëüíî âñåõ åå ïîëþñîâ ðàâíà íóëþ.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

F (z) â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ Ω1 è Ω2 òàêîì, ÷òî íà ñòîðîíàõ ýòîãîïàðàëëåëîãðàììà F (z) ðåãóëÿðíà. Òîãäà èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ïàðàëëå-ëîãðàììà ïåðèîäîâ:
∫

Q

F (z)dz =

∫ c+Ω1

c

F (z)dz +

∫ c+Ω1+Ω2

c+Ω1

F (z)dz +

∫ c+Ω2

c+Ω1+Ω2

F (z)dz +

∫ c

c+Ω2

F (z)dz.



64 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÂ ýòîé �îðìóëå èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè âòîðîéè òðåòèé èíòåãðàëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì
[c, c+ Ω2] è [c+ Ω2, c]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

∫

Q

F (z)dz =

∫ c+Ω1

c

F (z)dz +

∫ c+Ω2

c

F (z)dz +

∫ c

c+Ω1

F (z)dz +

∫ c

c+Ω2

F (z)dz.Ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè îäèíàêîâû, à íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿðàçíîå. Ýòî ïðèâîäèò ê �îðìóëå:
∫

Q

F (z)dz = 0.Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåäñòâèé.Ñëåäñòâèå 1. ×èñëî ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè ñ ó÷åòîì èõêðàòíîñòè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äâóõ.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âìåñòî f(z) ðàññìàòðèâàòü φ(z) = f ′(z)
f(z)−a

, ãäå
a = 
onst, òîãäà ÷èñëî ïîëþñîâ îòëè÷íîé îò ïîñòîÿííîé �óíêöèè ðàâíî÷èñëó òî÷åê, ãäå f(z) = a äëÿ ∀a.Ñëåäñòâèå 3. Íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîé îò ïîñòîÿííîé ýëëèïòè÷åñêîé�óíêöèè, ðåãóëÿðíîé â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ.2.1.7 Çàäà÷àÓêàçàòü ðàñïîëîæåíèå íóëåé �óíêöèè Âåéåðøòðàññà âíóòðè ïðÿìî-óãîëüíèêà ïåðèîäîâ.2.1.8 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ê ýòîé ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü:1 Í.È. Àõèåçåð, Ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ì.: Íà-óêà, 1970.2 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.



2.2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè 652.2 Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáèÈññëåäîâàíà �óíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäû êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà.Âûïèñàíû ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðè çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà áëèçêèõ ê íóëþ è åäèíèöå.2.2.1 Ôóíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäûÍàçâàíèå �óíêöèè ñèíóñ àìïëèòóäû âèäèìî ïðîèñõîäèò èç åå ñâÿçèñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà:
φ′′ + sin(φ) = 0. (2.3)Óìíîæèì óðàâíåíèå íà φ′ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t, â ðåçóëüòàòå ïîëó-÷èì:

1

2
(φ′)2 − cos(φ) = E. (2.4)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìàÿòíèêà. Äëÿ òàêèõ äâèæåíèé |E| ≤ 1. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíîïàðàìåòð E ïåðåîáîçíà÷èòü E = cos(s). Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé

cos(α) = 1 − 2 sin2(α/2), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêàìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
t+ t0 =

1

2

∫ φ

φ0

ds
√

sin2(φ0/2) − sin2(s/2)
.Ýòó �îðìóëó îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü, êîãäà â ïîäûíòå-ãðàëüíîé �óíêöèè ïîä çíàêîì êîðíÿ âìåñòî ñèíóñà åñòü ïîëèíîìèàëüíàÿçàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ïåðåõîäà ê òàêîé çàïè-ñè ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó:

ku = sin(s/2) k = sin(φ0/2).Òîãäà
kdu =

cos(s/2)

2
ds, èëè ds =

2kdu√
1 − k2u2

.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë âèäà:
t =

∫
sin(φ/2)

k

0

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
. (2.5)



66 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÒåïåðü óäîáíî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ, îáðàòíóþ èíòåãðàëó, êàê íî-âóþ ñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ.
u = sn(t|k), ãäå sin(φ/2) = u sin(φ0/2).Ýòà íîâàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèíóñ àìïëèòóäû èëè ñèíóñ ßêîáè.2.2.2 Ïåðèîäè÷íîñòü

✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁

✁
✁
✁
✁✁

✁
✁
✁
✁✁

✁
✁
✁

✁
✁

✁
✁
✁
✁
✁

−1 1

a b

1/k−1/k

�èñ. 2.2: �èìàíîâà ïîâåðõíîñòü √

(1 − u2)(1 − k2u2), êàê äâóëèñòíîåíàêðûòèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè [−1, 1], (−∞,−1/k] è
(1/k,∞]. Öèêë a îáõîäèò âîêðóã ðàçðåçà [−1, 1]. Öèêë b íà âåðõíåì ëè-ñòå âûõîäèò èç ðàçðåçà [−1, 1] è óõîäèò íà íèæíèé ëèñò ÷åðåç ðàçðåç
[1/k,∞).Ôóíêöèÿ sn(z|k) îáðàòíà èíòåãðàëó

z =

∫ y

0

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
. (2.6)Çäåñü ïàðàìåòð k (ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè) � ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî, íå áîëüøåå åäèíèöû. Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïóòè íà äâó-ëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿþùåéñÿ óðàâíåíèåì:

w2 = (1 − u2)(1 − k2u2).Ïðîâåäåì íà âåðõíåì ëèñòå ýòîé ïîâåðõíîñòè äâà ðàçðåçà. Ïóñòü îäèíðàçðåç ïðîõîäèò ïî îòðåçêó [−1, 1], âòîðîé � ñîåäèíÿåò òî÷êè −1/k è 1/k



2.2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè 67÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó è ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïðî-òèâîïîëîæíûå êðàÿ ðàçðåçîâ ñêëåèì, êàê îáû÷íî, ñ ïðîòèâîïîëîæíûìèêðàÿìè òàêèõ æå ðàçðåçîâ íà íèæíåì ëèñòå. Óñòðîèì öèêëû íà ýòîé ðè-ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü öèêë a ëåæèò íà âåðõíåì ëèñòå è îêðóæàåòîòðåçîê [−1, 1]. Öèêë b ïðîõîäèò ïî âåðõíåìó ëèñòó îò òî÷êè âåòâëåíèÿ 1äî òî÷êè âåòâëåíèÿ 1/k. Çàòåì ïåðåõîäèò íà íèæíèé ëèñò è òàì ïðîõîäèòîò 1/k äî 1, ãäå è âîçâðàùàåòñÿ íà âåðõíèé ëèñò ïîâåðõíîñòè.Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè â èíòåãðàëå (2.6)îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñëà öèêëîâ a è b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî�óíêöèÿ îáðàòíàÿ èíòåãðàëó (2.6) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäà-ìè ðàâíûìè èíòåãðàëàì ïî öèêëàì a è b.
T =

∫

a

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
= 2

∫ 1

−1

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
;

T ′ =

∫

b

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
= 2

∫ 1/k

1

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
.×èñëî T � âåùåñòâåííîå, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ âåùåñòâåí-íàÿ íà âñåì ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. ×èñëî T ′ � ìíèìîå, ïîòîìó ÷òî ïîäûí-òåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ìíèìàÿ. Îòíîøåíèå ïåðèîäîâ �óíêöèè sn(z|k) �ìíèìîå, ñëåäîâàòåëüíî ýòà �óíêöèÿ � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ.Îáû÷íî ââîäÿò îáîçíà÷åíèÿ:

K(k) =

∫ 1

0

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
;

K ′(k) =

∫ 1/k

1

du
√

(1 − u2)(1 − k2u2)
.Ïîëüçóÿñü ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè, ïèøóò:

T = 4K(k), T ′ = 4K ′(k).2.2.3 Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáèÝëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè â àíàëèçå îáû÷íî ââîäÿòñÿ ëèáî êàê ìå-ðîìîð�íûå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,ëèáî êàê îáðàòíûå �óíêöèè ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Çäåñü ìû âîñ-ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ßêîáè ïðè ïîìîùèäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.



68 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÏðîäè��åðåíöèðîâàâ (2.5) ïî t, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ ñèíóñàìïëèòóäû óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:
y′ =

√

(1 − k2y2)(1 − y2).Îáîçíà÷èì: 
n2(t|k) = 1 − sn2(t|k), dn2 = 1 − k2sn2(t|k). Ôóíêöèÿ 
n(t|k)íàçûâàåòñÿ êîñèíóñ àìïëèòóäû èëè êîñèíóñ ßêîáè, à dn(t|k) � äåëüòààìïëèòóäû. Âûâåäåì �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ �óíêöèé.
2
n′(t|k)
n(t|k) = −2sn(t|k)√(1 − sn2(t|k))(1 − k2sn2(t|k)),

2dn′(t|k)dn(t|k) = −2k2sn(t|k)√(1 − sn2(t|k))(1 − k2sn2(t|k)).Èëè sn′(t|k) = 
n(t|k)dn(t|k),
n′(t|k) = −sn(t|k)dn(t|k),dn′(t|k) = −k2sn(t|k)
n(t|k).Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà �óíêöèé sn(t|k), 
n(t|k), dn(t|k) óäîâëåòâîðÿåò ñè-ñòåìå óðàâíåíèé:
y′1 = y2y3, y′2 = −y1y3, y′3 = −k2y1y2, (2.7)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ëåãêî ïîëó÷àþùèìèñÿ èç èíòåãðàëüíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ sn(t|k):
y1|u=0 = 0, y2|u=0 = 1, y3|u=0 = 1. (2.8)Åñëè îòâëå÷üñÿ îò èñòîêîâ ïîÿâëåíèÿ �óíêöèè sn(t|k) � êàê îáðà-ùåíèÿ èíòåãðàëà (2.5), òî ìîæíî ââîäèòü ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè êàêðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.7), (2.8). Îäèí ïåðâûé èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìûïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà 2y1, âòîðîå � íà 2y2 èñëîæèòü îáà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿ.

2y1y
′
1 + 2y2y

′
2 = (y2

1 + y2
2)

′ = 0.Åùå îäèí èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà
2k2y1, òðåòüå � íà 2y3 è ñëîæèòü èõ:

2k2y′1y1 + 2k2y′3y3 = (k2y2
1 + y2

3)
′ = 0.Â ðåçóëüòàòå äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà:

y2
1 + y2

2 = c1, k2y2
1 + y2

3 = c2.Ïîñòîÿííûå c1 è c2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.8). Ýòî ïðè-âîäèò ê òîæäåñòâàì:sn2(t|k) + 
n2(t|k) = 1, k2sn2(t|k) + dn2(t|k) = 1. (2.9)



2.2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè 692.2.4 �àçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ àðãóìåíòàÂ ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ áóäóò ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàçëîæåíèÿ�óíêöèè ñèíóñ àìïëèòóäû ïðè ìàëîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà è çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà k áëèçêèõ ê íóëþ è åäèíèöå. Ýòè ðàçëîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,ïðèãîäíû â îêðåñòíîñòè âåùåñòâåííîé îñè ℑ(z) = 0. ×òîáû ïîä÷åðêíóòüòîò �àêò, ÷òî àðãóìåíò �óíêöèè âåùåñòâåííûé, îí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
t. Ïóñòü çíà÷åíèå t äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà sn(t|k) ìîæíî èñêàòü â âèäåðÿäà ïî ñòåïåíÿì t.sn(t|k) = f1(k)t+ f2(k)t

2 + f3(k)t
3 + . . . .Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèèsn(t|k):

(y′)2 = (1 − y2)(1 − k2y2).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
(f1(k) + 2f2(k)t+ 3f3(k)t

2 + . . . )2 =

(1 − (f1(k)t+ f2(k)t
2 + f3(k)t

3 + . . . )2) ×
(1 − k2(f(k)t+ f2(k)t

2 + f3(k)t
3 + . . . )2).Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t. Òîãäà:

f 2
1 (k) ≡ 1 4f1(k)f2(k) ≡ 0,

6f1(k)f3(k) + 4f2(k) = −f 2
1 (k) − k2f1(k).Îêîí÷àòåëüíî, ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà:sn(t|k) = t− 1

6
(1 + k2)t3 + . . . .Âûðàæåíèå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ýòîãî ðÿäà íåèçâåñòíî.2.2.5 �àçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿïàðàìåòðàÏóñòü ïàðàìåòð k áëèçîê ê íóëþ, òîãäà �óíêöèÿ sn(t|k) áëèçêà êòðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ñèíóñó. Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè èñêàòü ïðåäñòàâ-ëåíèå sn(t|k) â âèäå:sn(t|k) = φ0(t) + φ1(t)k + φ2(t)k

2 + φ3(t)k
3 + . . . .



70 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÏîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèèsn(t|k).
(φ′

0 + φ′
1k + φ′

2k
2 + φ3k

3 + . . . )2 =

= (1 − (φ0 + φ1k + φ2k
2 + φ3k

3 + . . . )2) ×
(1 − k2(φ0 + φ1k + φ2k

2 + φ3k
3 + . . . )2).Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ k. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèé φj:

(φ′
0)

2 = 1 − φ2
0, 2φ′

1φ
′
0 = −2φ0φ1, 2φ′

0φ
′
2 + (φ′

1)
2 = −2φ0φ2 − φ2

0, . . . .Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé φj:
φ0|t=0 = 1, φj|t=0 = 0, j = 1, 2, . . . .�åøåíèÿ ýòîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

φ0 = sin(t), φ1 ≡ 0, φ2 = (−t cos(t) + sin(t) cos2(t))/2, . . . .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:sn(t|k) = sin(t) +
k2

2
(−t cos(t) + sin(t) cos2(t)) + . . . .2.2.6 �àçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè k = 1�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð k áëèçîê ê 1. Â ýòîì ñëó÷àå åãîóäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç äîïîëíèòåëüíûé ìîäóëü k2 = 1 − (k′)2. �åøåíèåóðàâíåíèÿ äëÿ ñèíóñà àìïëèòóäû îïÿòü áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà, íîóæå ïî ñòåïåíÿì äîïîëíèòåëüíîãî ìîäóëÿ k′:sn(t|k) = ψ0(t) + k′ψ1(t) + (k′)2ψ2(t) + . . . .Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ sn(t|k):

(ψ′
0 + ψ′

1k
′ + ψ′

2(k
′)2 + . . . )2 = (1 − (ψ0 + ψ1k

′ + ψ2(k
′)2 + . . . )2) ×

(1 − (1 − (k′)2)(ψ0 + ψ1k
′ + ψ2k

2 + . . . )2).Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ k′. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé.
(ψ′

0)
2 = (1 − ψ2

0)
2, 2ψ′

1ψ
′
0 = −2ψ0ψ1,

2ψ′
0ψ

′
2 + (ψ′

1)
2 = −2ψ0ψ2(1 − ψ2

0) − (2ψ0ψ2 − ψ2
0)(1 − ψ2

0), . . . .



2.2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè 71Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé ψj òàêèå æå, êàê è äëÿ �óíêöèé φj âïðåäûäóùåì ïóíêòå. �åøèâ óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì:sn(t|k) = tanh(t) +
1

2
(k′)2(sh(t) ch(t) − t)

1

ch2(t)
+ . . .2.2.7 Çàäà÷è1 Ïðåäñòàâèòü �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà ÷åðåç �óíêöèþ ñèíóñ àìïëè-òóäû.2 Óêàçàòü êîîðäèíàòû íóëåé �óíêöèè sn(t|k).3 Óêàçàòü êîîðäèíàòû ïîëþñîâ �óíêöèè sn(t|k).4 Íàïèñàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

u′′ + g2u+ g3u
2 + εu3 = 0,ïðè ε→ 0.2.2.8 Ëèòåðàòóðà1 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.

�èñ. 2.3: Ôóíêöèÿ sn(x|k).



72 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè2.3 Òýòà-�óíêöèèÒýòà-�óíêöèè � óäîáíûé àïïàðàò äëÿ âû÷èñëåíèé èç-çà ïðîñòîòûàíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ è áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ èõ îïðåäåëÿþùèõ.Ïîýòîìó ÷àñòî âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýëëèïòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè,ïðîâîäÿòñÿ èìåííî â òåðìèíàõ òýòà-�óíêöèé.2.3.1 Òýòà-�óíêöèÿ ßêîáèÓæå èç íàçâàíèÿ ëåêöèè ÿñíî, ÷òî òýòà-�óíêöèé íåñêîëüêî. Äëÿ ïåð-âîãî çíàêîìñòâà â êà÷åñòâå îñíîâíîé âîçüìåì òýòà-�óíêöèþ ßêîáè:
θ4(z|τ) =

∞
∑

m=−∞
(−1)m exp(iπ(m2τ + 2mz)). (2.10)Èíîãäà, ñëåäóÿ ñàìîìó ßêîáè, ýòà �óíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê Θ(z|τ). Â�îðìóëå (2.10) ïåðåìåííàÿ z íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì, à τ � ïàðàìåòðîì.×àñòî äëÿ êðàòêîñòè ïàðàìåòð τ íå ïèøóò: θ4(z), êîíå÷íî, êîãäà ýòî íåïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû Re(iπτ) < 0. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà çíà÷åíèÿïàðàìåòðà òýòà-�óíêöèè ℑ(τ) > 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèçíàêîì Äà-ëàìáåðà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ θ4(z) �öåëàÿ �óíêöèÿ.Ôóíêöèþ θ4(z|τ) ëåãêî ïåðåïèñàòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ òðèãîíîìåòðè-÷åñêîãî ðÿäà:

θ4(z|τ) = 1−2q cos(2πz)+2q4 cos(4πz)−2q9 cos(6πz)+. . . , q = exp(−iπτ).Èç ýòîé �îðìóëû ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ4(z|τ) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, ïåðè-îäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ z:
θ4(z + 1) = θ4(z).Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî òýòà-�óíêöèè � êâàçèïåðèîäè÷íîñòü ïî τ :

θ4(z + τ |τ) =

∞
∑

m=−∞
(−1)m exp(iπ(m2τ + 2mz + 2mτ)) =

∞
∑

m=−∞
(−1)(−1)m+1 exp(iπ((m+ 1)2τ − τ + 2(m+ 1)z − 2z)) =

− exp(−iπ(τ + 2z))

∞
∑

m=−∞
(−1)m exp(iπ(m2τ + 2mz)).



2.3. Òýòà-�óíêöèè 73Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà:
θ4(z + τ |τ) = − exp(−iπ(τ + 2z))θ4(z|τ).Òî åñòü, �óíêöèÿ θ4(z) � êâàçèäâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ. Ýòî çàìå÷àíèå ïîç-âîëÿåò îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå òýòà-�óíêöèè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-êîñòè, çíàÿ åå ïîâåäåíèå â ïàðàëëåëîãðàììå ñ âåðøèíàìè 0, τ, τ + 1, 1.Èç òýòà-�óíêöèè ëåãêî ïîëó÷èòü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ.Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé:
ln θ4(z + τ) = iπ − iπ(2z + τ) + ln θ4(z).Åñëè ýòó �îðìóëó äâàæäû ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ïî z, òîãäà ïåðâîå ñëà-ãàåìîå ïðîïàäåò è ïîëó÷èì:

d2

dz2
ln θ4(z + τ) =

d2

dz2
ln θ4(z),òî åñòü

φ(z) =
d2

dz2
ln θ4(z)� äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.2.3.2 Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåÔóíêöèÿ θ4(z|τ) � ÷àñòíîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂2
zθ4 + i4π∂τθ4 = 0.Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé:

∂2
zθ4(z|τ) = −4π2

∞
∑

m=−∞
m2(−1)m exp(iπ(m2τ + 2mz));

∂τθ4(z|τ) = iπ

∞
∑

m=−∞
m2(−1)m exp(iπ(m2τ + 2mz).2.3.3 Åùå òðè òýòà-�óíêöèèÄëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé îáû÷íî ââîäÿò åùå òðè òýòà �óíêöèè:

θ1(z|τ) = −i exp(iπ(z +
1

4
τ))θ4(z +

1

2
τ |τ) =
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−i

∞
∑

m=−∞
(−1)m exp(iπ((m+

1

2
)2τ + 2m(z + 1))),

θ2(z|τ) = θ1(z +
1

2
|τ) =

∞
∑

m=−∞
exp(iπ((m+

1

2
)2τ + 2m(z + 1))),

θ3(z|τ) = θ4(z +
1

2
|τ) =

∞
∑

m=−∞
exp(iπ(m2τ + 2mz)).Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

θ3(z + 1|τ) = θ3(z|τ), θ3(z + τ) = exp(−iπ(τ + 2z))θ3(z|τ),

θ2(z + 1|τ) = −θ2(z|τ), θ2(z + τ) = exp(−iπ(τ + 2z))θ3(z|τ),

θ1(z + 1|τ) = −θ1(z|τ), θ1(z + τ) = − exp(−iπ(τ + 2z))θ1(z|τ).Ýòè �óíêöèè òàêæå, êàê è θ4(z) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òðèãîíîìåò-ðè÷åñêèõ ðÿäîâ:
θ1(z) = 2q1/4 sin(zπ) − 2q9/4 sin(3zπ) + 2q25/4 sin(5zπ) − . . . ;

θ2(z) = 2q1/4 cos(zπ) + 2q9/4 cos(3zπ) + 2q25/4 cos(5zπ) + . . . ;

θ3(z) = 1 + 2q cos(2zπ) + 2q4 cos(4zπ) + 2q9 cos(6zπ) + . . . .Èç ýòèõ �îðìóë ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ θ1(z) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ,îñòàëüíûå � ÷åòíûå.Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè �îðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òýòà-�óíêöèè ìåæäó ñîáîé:
θ1(z) = −θ2(z +

1

2
) = −iMθ3(z +

1

2
+

1

2
τ) = iMθ4(z +

1

2
τ);

θ2(z) = Mθ3(z +
1

2
τ) = Mθ4(z +

1

2
+

1

2
τ) = θ1(z +

1

2
);

θ3(z) = θ4(z +
1

2
) = Mθ1(z +

1

2
+

1

2
τ) = Mθ2(z +

1

2
τ);

θ4(z) = −iMθ1(z +
1

2
τ) = iMθ2(z +

1

2
+

1

2
τ) = θ3(z +

1

2
),ãäå M = q1/4 exp(izπ).Ýòè ðàâåíñòâà ëåãêî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü íàïèñàííûìè âûøåîïðåäåëåíèÿìè òýòà-�óíêöèé.



2.3. Òýòà-�óíêöèè 752.3.4 Íóëè òýòà-�óíêöèéÏóñòü z0 � êàêîé-íèáóäü íóëü òýòà-�óíêöèè òîãäà â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ýòà òýòà-�óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ z0 + m + τn,ãäå m,n ∈ Z. Íà ñàìîì äåëå â ÿ÷åéêå z, z + 1, z + τ + 1, z + τ ìîæåòáûòü òîëüêî îäèí íóëü òýòà-�óíêöèè. â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîñ÷èòàâíóëè òýòà-�óíêöèè âíóòðè ÿ÷åéêè. Îáîçíà÷èì êîíòóð, îáõîäÿùèé ÿ÷åé-êó C. Òîãäà ÷èñëî íóëåé âíóòðè ÿ÷åéêè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþêîíòóðíîãî èíòåãðàëà
1

2iπ

∫

C

dt
θ′(t)

θ(t)
=

1

2iπ

∫ z+1

z

dt
θ′(t)

θ(t)
+

1

2iπ

∫ z+1+τ

z+1

dt
θ′(t)

θ(t)
+

1

2iπ

∫ z+1

z+1+τ

dt
θ′(t)

θ(t)
+

1

2iπ

∫ z

z+1

dt
θ′(t)

θ(t)
=

1

2iπ

∫ z+1

z

dt

(

θ′(t)

θ(t)
− θ′(t+ τ)

θ(t+ τ)

)

+

1

2iπ

∫ z+τ

z

dt

(

θ′(t)

θ(t)
− θ′(t+ 1)

θ(t+ 1)

)

=
1

2iπ

∫ z+1

z

dt

(

θ′(t)

θ(t)
− θ′(t+ τ)

θ(t+ τ)

)

.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé:
θ′(t+ τ)

θ(t+ τ)
=

−2iπ exp(−iπ(τ + 2z))θ(t)

exp(−iπ(τ + 2t)θ(t)

+
exp(−iπ(τ + 2t))θ′(t)

exp(−iπ(τ + 2t)θ(t)
= −2iπ +

θ′(t)

θ(t)
.Ïîäñòàâèâ ýòó �îðìóëó â èíòåãðàë ïîëó÷èì:

1

2iπ

∫

C

dt
θ′(t)

θ(t)
= 1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òýòà-�óíêöèÿ òîëüêî îäèí ðàç îáðàùàåòñÿ â íóëü âíóò-ðè êîíòóðà C, è ýòîò íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèÿ θ1(0) = 0. Âîñïîëü-çîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè âûøå �îðìóëàìè, ëåãêî ïîëó÷èòü:

θ2(1/2) = 0, θ3(
1

2
+

1

2
τ) = 0 θ4(

1

2
τ) = 0.2.3.5 Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êâàäðàòàìèÇäåñü íàøà öåëü � âûâåñòè �îðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êâàäðàòû òýòà-�óíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòíîøåíèå:

φ(z) =
aθ2

1(z) + bθ2
4(z)

θ2
2(z)

.



76 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÇäåñü a è b � ïîñòîÿííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóäóò óòî÷íåíû ïîçæå.Ôóíêöèÿ φ(z) � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäàìè 1 è τ . Ïîñòîÿí-íûå a è b âûáåðåì òàê, ÷òîáû â íóëå �óíêöèè θ2(z) � â òî÷êå z = 1/2÷èñëèòåëü òîæå îáðàùàëñÿ â íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ φ(z) ìîæåòèìåòü òîëüêî îäèí íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñâîåì ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèî-äîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ýòà �óíêöèÿ íè ÷òî èíîå, êàê ïîñòîÿííàÿ. Ïîäáåðåìñîîòíîøåíèå ìåæäó a è b òàê, ÷òîáû φ ≡ 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿðàâåíñòâîì
aθ2

1(z) + bθ2
4(z) = θ2

2(z),â òî÷êàõ, ãäå îáðàùàþòñÿ â íóëü �óíêöèè èç ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-ñòâà, òî åñòü ïðè z = 0 è ïðè z = τ/2.
bθ2

4(0) = θ2
2(0), aθ2

1(τ/2) = θ2
2(τ/2).Èñïîëüçîâàâ �îðìóëû, ñâÿçûâàþùèå òýòà-�óíêöèè, ìîæíî âûðàçèòü

θ2
1(τ/2) = −q−1/2θ2

4(0) è θ2
2(τ/2) = q−1/2θ3(0). Äëÿ êðàòêîñòè äàëüøå âìå-ñòî òîãî, ÷òîáû ïèñàòü θk(0), áóäåì ïèñàòü θk, ïîäðàçóìåâàÿ ïðè ýòîìñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòîÿííóþ. Òîãäà èñêîìàÿ �îðìóëà, äëÿ êâàäðàòîâòýòà-�óíêöèé èìååò âèä:

θ2
4θ

2
2(z) = θ2

2θ
2
4(z) − θ2

3θ
2
1(z).Â ýòîé �îðìóëå ìîæíî óñòðîèòü ñäâèãè íà ïîëîâèíó ïåðèîäà è åùå íàïîëîâèíó êâàçèïåðèîäà τ , íà äâå ïîëîâèíû: îäíó ïîëîâèíó êâàçèïåðèîäàè îäíó ïîëîâèíó íàñòîÿùåãî ïåðèîäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ åùå òðè�îðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êâàäðàòû òýòà-�óíêöèé.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñäâèã íà ïîëîâèíó êâàçèïåðèîäà.

θ2
4M

−2θ2
3(z) = −M−2θ2

2θ
2
1(z) +M−2θ2

3θ
2
4(z).Óìíîæèâ íà M2, ïîëó÷èì:

θ2
4θ

2
3(z) = −θ2

2θ
2
1(z) + θ2

3θ
2
4(z).Åùå äâå �îðìóëû äëÿ êâàäðàòîâ òýòà-�óíêöèé:

θ2
2θ

2
1(z) = θ2

2θ
2
3(z) − θ2

3θ
2
2(z),

θ2
4θ

2
4(z) = θ2

3θ
2
3(z) − θ2

2θ
2
2(z).



2.3. Òýòà-�óíêöèè 772.3.6 Òýòà-�óíêöèè è �óíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäû�àññìîòðèì îòíîøåíèå òýòà-�óíêöèé: θ1(z)
θ4(z)

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèèçìåíåíèè àðãóìåíòà òýòà-�óíêöèé íà 1 è íà τ :
θ1(z + 1)

θ4(z + 1)
=

−θ1(z)
θ4(z)

;
θ1(z + τ)

θ4(z + τ)
=
θ1(z)

θ4(z)
.Òåìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ òýòà-�óíêöèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèå

θ2(z)θ3(z)

θ2
4(z)èìååò òàêèå æå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè. Òîãäà

φ(z) =

(

θ1(z)

θ4(z)

)′
θ2
4(z)

θ2(z)θ3(z)äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Îíà èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ,ñðàâíèìûõ ñ 1
2
è 1

2
+ τ

2
. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè φ(z) â òî÷êå φ(z+ τ/2)ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè ïðèâåäåíèÿ (ñì. ï.3). Òîãäà

θ1(z + τ/2) = iq−1/4 exp(izπ)θ4(z), θ4(z + τ/2) = iq−1/4 exp(−izπ)θ1(z),

θ2(z + τ/2) = q−1/4 exp(−izπ)θ3(z), θ3(z + τ/2) = q−1/4 exp(−izπ)θ2(z).Òîãäà φ(z + τ/2) = φ(z). Òî åñòü, �óíêöèÿ φ(z) � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿñ ïåðèîäàìè 1 è τ/2. Ýòà �óíêöèÿ â ñâîåì ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâìîæåò èìåòü ëèøü îäèí ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå 1/2. Òàêàÿ �óíêöèÿ ìî-æåò áûòü òîëüêî ïîñòîÿííîé. Çíà÷åíèå ýòîé ïîñòîÿííîé ìîæíî íàéòè,âû÷èñëèâ, íàïðèìåð, åå çíà÷åíèÿ â íóëå.
φ(z) ≡ θ2

4(0).Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà �îðìóëà:
d

dz

(

θ1(z)

θ4(z)

)

= θ2
4

θ2(z)

θ4(z)

θ3(z)

θ4(z)
.Òåïåðü óäîáíî îáîçíà÷èòü:

ξ =
θ1(z)

θ2(z)
.Óðàâíåíèå äëÿ ξ:

dξ

dz
= (θ2

2 − ξθ2
3)(θ

2
3 − ξθ2

2).



78 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÎò ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè ñèíóñàìïëèòóäû:
ξθ3
θ2

= y, zθ2
3 = u,

√
k =

θ2
θ3
,òîãäà:

(

dy

du

)2

= (1 − y2)(1 − k2y2).×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:sn(u) =
θ3
θ2

θ1(uθ
−2
3 )

θ4(uθ
−2
2 )

.Ïåðèîäû �óíêöèè ñèíóñ àìïëèòóäû: 2θ2
3 è τθ2

3. Ïðîñòûå ïîëþñû íàõî-äÿòñÿ â òî÷êàõ 1
2
τθ2

3 è θ2
3 + 1

2
θ2
3.2.3.7 Çàäà÷àÍàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Âåéåðøòðàññà ÷åðåç òýòà-�óíêöèè.2.3.8 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ê ýòîé ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü ó÷åáíèêè:1 Í.È. Àõèåçåð, Ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ì.: Íà-óêà, 1970.2 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.2.4 Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êèÂ ýòîé ëåêöèè ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû çàäà÷ èç ìåõàíèêè, êîòîðûå ðå-øàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðýëëèïòè÷å-ñêèõ �óíêöèé. Ýòè ïðèìåðû âçÿòû èç òåîðèè äâèæåíèé òâåðäîãî òå-ëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ýòî õîðîøî èçâåñòíûå âîë÷êè Ýéëåðà,Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé. Ïî ñóùåñòâó ýòè ïðèìåðû, åñëè íå ñ÷èòàòüñëó÷àé �åññà-Àïïåëüðîòà (âûðîæäåíèå âîë÷êà Êîâàëåâñêîé), èñ÷åðïûâà-þò èíòåãðèðóåìûå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà.



2.4. Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè 792.4.1 Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-ÏóàíñîÂ ýòîì ïóíêòå âûâåäåíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàíñî, îïðåäåëÿþùèåäâèæåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Çäåñü ïðèõîäèòñÿïðèâëåêàòü íåêîòîðûå ïðîñòûå ïîíÿòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äëÿñóùåñòâà âîïðîñà ýòî êàæåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì ÷èòàòåëÿì, çíàêîìûì ñìåõàíèêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ïóíêò ìîæíî áåçáîëåçíåííî ïðîïó-ñòèòü, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíîé âîïðîñà �óðàâíåíèÿìè è èõ ðåøåíèÿìè.�àññìîòðèì òâåðäîå òåëî, çàêðåïëåííîå â òî÷êå. Ýòó òî÷êó áóäåì îáî-çíà÷àòü O. Ñ ýòîé òî÷êîé ñâÿæåì äâå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò.Îäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íåïîäâèæíà â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè÷åì, äëÿ ïðî-ñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà â îòðèöàòåëüíîì íà-ïðàâëåíèè îñè Oz′. Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò O, x′, y′, z′. Âòîðàÿñèñòåìà êîîðäèíàò æåñòêî ñâÿçàíà ñ òåëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäâèæíà âïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêîé, ÷òî âýòîé ñèñòåìå òåíçîð èíåðöèè òåëà èìååò òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû.Ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà÷àòü O, x, y, z.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïîëó÷àþòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿêèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K:
dK

dt
= M,ãäå M� ìîìåíò âíåøíèõ ñèë (ñèëû òÿæåñòè).Ñèëà òÿæåñòè ïðèëàãàåòñÿ ê öåíòðó òÿæåñòè òåëà. Êîîðäèíàòû öåí-òðà òÿæåñòè (xg, yg, zg) â ïîäâèæíîé ñèñòåìå íå ìåíÿþòñÿ.Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âû÷èñëÿåò-ñÿ ïî �îðìóëå:

K =

∫

M

r × v dM.Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó òåëó, r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè òåëàìàññû dM , v� âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè, × îçíà÷àåò âåêòîð-íîå ïðîèçâåäåíèå.Ñêîðîñòü òî÷êè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü ω è ðàäèóñ-âåêòîð:
v = ω × r.Ýòà �îðìóëà ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü �îðìóëó äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-òà ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü è òåíçîð èíåðöèè òåëà. Ìû ïðåäïîëàãàåì,÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ÿâëÿåòñÿ òàêîé, ÷òî òåíçîðèíåðöèè òåëà â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò äèàãîíàëüíûé âèä:

L = diag(A,B,C).



80 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÒîãäà êîìïîíåíòû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà:
K = (Aω1, Bω2, Cω3).Êðîìå ýòîãî, ïðîèçâîäíàÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïî âðåìåíè â ïî-äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:
d̃K

dt
= −ω ×K + rg × P.Çäåñü rg � êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè òåëà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò, P = (Mgγ1,Mgγ2,Mgγ3) � êîîðäèíàòû ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåéíà òåëî. ×èñëà γj, j = 1, 2, 3� êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìèíàïðàâëåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé ïîäâèæíîé è íåïîäâèæíîé ñèñòåìêîîðäèíàò.Â ðåçóëüòàòå çàêîí èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëà ìîæíîçàïèñàòü â âèäå:

dK

dt
= −ω ×K + rg × P.Ýòî âåêòîðíîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé, èìååòâèä:

A
dω1

dt
+ (C − B)ω2ω3 = Mg(zgγ2 − ygγ3),

B
dω2

dt
+ (A− C)ω3ω1 = Mg(xgγ3 − zgγ1),

C
dω3

dt
+ (B −A)ω1ω1 = Mg(ygγ1 − xgγ2).Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà. Â ñèñòåìåøåñòü íåèçâåñòíûõ � ïîìèìî ω1,2,3 ýòî åùå è γ1,2,3. Äëÿ γ1,2,3 ìîæíî ïî-ëó÷èòü åùå òðè óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè âûðàçèòü åäèíè÷íûé îðò k1íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû â ñèñòåìå, ñâÿ-çàííîé ñ òåëîì:

d̃k1

dt
+ ω × k1 = 0.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

dγ1

dt
= ω3γ2 − ω2γ3,

dγ2

dt
= ω1γ3 − ω3γ1,

dγ3

dt
= ω2γ1 − ω1γ2.



2.4. Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè 81Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïóàíñî.Ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàíñî îïðåäåëÿþò äâèæåíèå òâåðäîãîòåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé.Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé èçâåñòíû òðè ïîëíûõ èíòåãðàëà. Ýòî èíòåãðàëýíåðãèè:
Aω2

1 +Bω2
2 + Cω2

3 + 2Mgzg = C1.Èíòåãðàë ïëîùàäåé � ïðîåêöèÿ âåêòîðà K íà îñü Oz íå èçìåíÿåòñÿ:
Aω1γ1 +Bω2γ2 + Cω3γ3 = C2.�åîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë � ñóììà êâàäðàòîâ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâðàâíà åäèíèöå:

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1.Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàíñî äîñòàòî÷íî íàéòè åùåîäèí ïåðâûé èíòåãðàë, îäíàêî, îí èçâåñòåí ëèøü â òðåõ ñïåöèàëüíûõñëó÷àÿõ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âîë÷îê Ýéëåðà, âîë÷îê Ëàãðàíæà è âîë÷îêÊîâàëåâñêîé.2.4.2 Âîë÷îê ÝéëåðàÂîë÷îê Ýéëåðà � ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàñ-ñîíà, êîãäà òî÷êà çàêðåïëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè òåëà (rg =

0). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî îòóðàâíåíèé Ïóàíñî.
A
dω1

dt
= (B − C)ω2ω3,

B
dω2

dt
= (C −A)ω3ω1,

C
dω3

dt
= (A− B)ω1ω1.Ïîðÿäîê ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ïîíèçèòü, âîñïîëüçîâàâøèñüäâóìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè: èíòåãðàëîì ýíåðãèè

Aω2
1 +Bω2

2 + Cω2
3 = C1è âåëè÷èíîé êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëà (åñëè òåëî çàêðåïëåíî â öåíòðåòÿæåñòè, òîãäà ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà òåëî, ðàâåí íóëþ,è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òåëà íåèçìåíåí):

A2ω2
1 +B2ω2

2 + C2ω2
3 = C2.



82 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÇäåñü óäîáíî ïåðåéòè îò óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòèê óðàâíåíèÿì äëÿ êîìïîíåíò êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
(M1,M2,M3) = (Aω1, B_2, Cω3).Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

M ′
1 = M2M3(a2 − a3),

M ′
2 = M3M1(−a1 + a3),

M ′
3 = M1M2(a1 − a2),ãäå a1 = 1/A, a2 = 1/B, a3 = 1/C. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñè êîîðäèíàòâûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a1 > a2 > a3.Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä:

H(M) =
1

2
(a1M

2 + a2M
2
2 + a3M

2
3 ),ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà:

F (M) = M2
1 +M2

2 +M2
3 .Èç âèäà ýòèõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäà H = 
onst èñ�åðû F = 
onst. Âðàùåíèå âîêðóã ìàëîé è áîëüøîé îñåé óñòîé÷èâî, àâîêðóã ñðåäíåé � íåóñòîé÷èâî. Ýòî ìîæíî çàìåòèòü èç ïðÿìîãî ðàññìîò-ðåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åñëè íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, òîãäàìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îêðåñòíîñòè âåðøèí ñðåäíåé îñè � ñåäëà.Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà.

M ′
1 = M2M3(a2 − a3),

1

2
(a1M

2 + a2M
2
2 + a3M

2
3 ) = h,

M2
1 +M2

2 +M2
3 = f.Òîãäà

M2
3 = f −M2

1 −M2
2 ,

1

2
(a1M

2
1 + a2M

2
2 + a3f − a3M

2
1 − a2M

2
2 ) = h,

(a1 − a3)M
2
1 + (a2 − a3)M

2
2 = 2h− a3f,

M2 =
1

a2 − a3
(2h− a3f − (a1 − a3)M

2
1 ),

M2
3 = f −M2

1 − 1

a2 − a3
(2h− a3f − (a1 − a3)M

2
1 ),

M2
2 = c1 − c2M

2
1 ,

M2
3 = c3 − c4M

2
1 .



2.4. Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè 83Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
(M ′

1)
2 = (c1 − c2M

2
1 )(c3 − C4M

2
1 )(a2 − a3)

2.Îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãîñèíóñà. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà c1c3(a2 − a3)
2. Îáîçíà÷èì y =

√

c2
c1
M1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè �óíêöèè y â óðàâíåíèå ïîëó÷èì:

1

c1c3(a2 − a3)2
(y′)2 = (1 − y2)(1 − c4c1

c3c2
y2).Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ y ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå:

y = sn( t

(a2 − a3)
√
c2c3

|k
)

, ãäå k =
c4c1
c3c2

.Îñòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òàêæå ìîæíî âûðà-çèòü ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè.2.4.3 Âîë÷îê ËàãðàíæàÅñëè äâà ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòà òâåðäîãî òåëà ðàâíû (A = B) è êîîð-äèíàòû öåíòðà òÿæåñòè xg = yg = 0, òîãäà ãîâîðÿò î âîë÷êå Ëàãðàíæà.Óðàâíåíèÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà:
ω′

1 −mω2ω3 = −α
2
γ2,

ω′
2 +mω1ω3 =

α

2
γ1,

ω′
3 = 0,

γ′1 = ω3γ2 − ω2γ3,

γ′2 = ω1γ3 − ω3γ1,

γ′3 = ω2γ1 − ω1γ2.Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ α = −2Mgzg

A
, m = A−C

A
.Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû Ýéëåðà-Ïóàíñî, íàïèñàííûå â ïåðâîé ÷à-ñòè ýòîé ëåêöèè, ïðèìóò âèä:

ω1γ1 + ω2γ2 − bγ3 = k1, γ
2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1, ω3 = 
onst.Óìíîæèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà íà ω1, âòîðîå íà ω2,ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ω1ω
′
1 + ω2ω

′
2 =

α

2
(γ1ω2 − γ2ω1).



84 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèËåãêî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ � íè ÷òî èíîå, êàê α
2
γ′3.Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì, óðàâíåíèå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âðåìå-íè.

ω2
1 + ω2

2 − αγ3 = h.Ýòî åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàíñî äëÿ âîë÷êàËàãðàíæà.�åøåíèå óðàâíåíèé äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà ìîæíî âûðàçèòü â ýë-ëèïòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ. Ëåã÷å âñåãî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ γ3. Âîç-âåäåì â êâàäðàò ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Ñëàãàåìîå
−2ω1γ2ω2γ1 â ïðàâîé ÷àñòè çàìåíèì, èñõîäÿ èç êâàäðàòà ïåðâîãî èç âû-ïèñàííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ:

−2ω1γ2ω2γ1 = ω2
1γ

2
1 + ω2

2γ
2
2 − (k1 − bγ3)

2.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
(γ3)

2 = ω2
1γ

2
2 + ω2

2γ
2
1 + ω2

1γ
2
1 + ω2

2γ
2
2 − (k1 − bγ3)

2.Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ γk è âûâå-äåííûì äîïîëíèòåëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ, ïîëó÷èì:
(γ′3)

2 = (αγ3 + h)(1 − γ2
3) − (k1 − bγ3)

2.Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ.2.4.4 Âîë÷îê ÊîâàëåâñêîéÈíòåãðèðîâàíèå âîë÷êà Êîâàëåâñêîé ñâÿçàíî ñ êðàñèâûìè ìàòåìàòè-÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè � òàê íàçûâàåìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ èçàäà÷åé îáðàùåíèÿ ßêîáè. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ãðîìîçäêîñòü �îðìóë,êàæåòñÿ ïîëåçíûì õîòÿ áû ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èäåÿìè, ëåæàùèìè â îñíîâåèíòåãðèðîâàíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé.Óðàâíåíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàíñî, êîãäà A = B = 2C, yg = 0, zg = 0. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿ-çàííàÿ ñ òåëîì, âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî xg < 0. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàíñîïåðåïèøåì äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ: p = c1ω1, q = c1ω2, r =
c1ω3, c1t = τ, çäåñü c1 = Mg|xg|

C
. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ âîë÷êà



2.4. Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè 85Êîâàëåâñêîé èìåþò âèä:
2p′ = qr,

2q′ = −pr − µγ3,

r′ = µγ2,

γ′1 = rγ2 − qγ3,

γ′2 = pγ3 − rγ1,

γ′3 = qγ3 − pγ2.Çäåñü µ = 
onst.Åñòü ÷åòûðå èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
H = 2(p2 + q2) + r2 − 2µγ1,ìîìåíò èìïóëüñà
L = 2(pγ1 + qγ2) + rγ3,óñëîâèå ñâÿçè

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1è èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé

K = (p2 − q2 + µγ1)
2 + (2pq + µγ2)

2.�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ
H = 6h, L = 2l, K = k2.Ââåäåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòû S1 è S2

S1,2 = 3h+
R(x1, x2) ±

√

R(x1)R(x2)

(x1 − x2)2
,ãäå

x1,2 = p± iq, R(z) = −z4 + 6hz2 + 4µlz + µ2 − k2,

R(x1, x2) = −x2
1x

2
2 + 6hx1x2 + 2µl(x1 + x2) + µ2 − k2.Â ïåðåìåííûõ S1,2 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

S ′
1 =

i
√

P5(S1)

2(S1 − S2)
, S ′

2 =
i
√

P5(S2)

2(S2 − S1)
, (2.11)ãäå

P5(z) =
[

z[(z − 3h)2 + µ2 − k2] − 2µ2l2
](

(z − 3h)2 − k2
)

.



86 �ëàâà 2. Ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèèÓðàâíåíèÿ äëÿ S1,2 èíòåãðèðóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ Γ → J(Γ),ãäå Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà 2: w2 = P5(z). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèåèìååò âèä:
ζ1 =

∫ S1

P0

dz
√

P5(z)
+

∫ S2

P0

dz
√

P5(z)
,

ζ2 =

∫ S1

P0

zdz
√

P5(z)
+

∫ S2

P0

zdz
√

P5(z)
,ãäå P0� �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ñèñòåìà óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ (2.11) ïðèíèìàåò âèä:

dζ1
dτ

= 0,
dζ2
dτ

= i.Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ, îäíàêî, äëÿ âûÿñíåíèÿ ïîâåäåíèÿðåøåíèÿ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî îáðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèåÀáåëÿ. Çàäà÷ó îá îáðàùåíèè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íàçûâà-þò çàäà÷åé îáðàùåíèÿ ßêîáè. Îíà ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òýòà-�óíêöèé. Ïîêàæåì, ÷òî â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèåÀáåëÿ ëîêàëüíî îáðàòèìî. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿè ïîêàæåì, ÷òî îí íå ðàâåí íóëþ.
∂(ζ1, ζ2)

∂(S1, S2)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1√
P5(S1)

S1√
P5(S1)

1√
P5(S@)

S2√
P5(S2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
S2 − S1

√

P5(S1)P5(S2)
.Åñëè P5(S1,2) 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.2.4.5 Çàäà÷èÂûðàçèòü îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàíñî â ñëó÷àå âîë÷êà Ýéëåðà ÷åðåç �óíêöèè ßêîáè.Çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàíñî â ñëó÷àå âîë÷êà Ëàãðàí-æà ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè.2.4.6 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ýòîé ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü:1 Àðõàíãåëüñêèé Þ. À. Àíàëèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà. Ì.:Íàóêà, 1977.



2.4. Èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè 872 Á.À.Äóáðîâèí. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è òýòà-�óíêöèè. Óñïåõè ìà-òåìàòè÷åñêèõ íàóê, 1981, ò.36, n2, ñ.11-80.



�ëàâà 3Ôóíêöèè Ìàòü¼ è ËàìåÔóíêöèè Ìàòü¼ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûìè èç êëàññè÷åñêèõñïåöèàëüíûõ �óíêöèé. Èçâåñòíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñõîäÿùèõñÿðÿäîâ. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîíå÷íî, ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ èññëå-äîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ. Îäíàêî íåèçâåñòíû ÿâíûå �îðìóëû, íàïðè-ìåð èíòåãðàëüíûå, êàê äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè è åå âûðîæäå-íèé � �óíêöèé Ýéðè è Áåññåëÿ, ïîçâîëÿþùèå èññëåäîâàòü èõ ãëîáàëüíûåñâîéñòâà. Óðàâíåíèå Ëàìå áëèçêî ïî ñâîéñòâàì ê óðàâíåíèþ Ìàòüå. Âñïåöèàëüíîì ñëó÷àå �óíêöèè Ëàìå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ�óíêöèé.3.1 Ôóíêöèè Ìàòü¼Èçëîæåíà òåîðèÿ Ôëîêå äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöè-åíòàìè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èç ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è ìåõàíèêè,â êîòîðûõ âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ìàòü¼. Äàíî îïðåäåëåíèå �óíêöèé Ìà-òü¼ è óêàçàí àëãîðèòì èõ ïîñòðîåíèÿ.3.1.1 Óðàâíåíèå Õèëëà è òåîðèÿ ÔëîêåÇäåñü ìû áóäåì èçó÷àòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìêîý��èöèåíòîì:
u′′ +

(

θ0 + 2

∞
∑

n=1

θn cos(nx)
)

u = 0. (3.1)Êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ñ÷èòàþòñÿòàêèìè, ÷òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ. 88



3.1. Ôóíêöèè Ìàòü¼ 89Óðàâíåíèå (3.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Õèëëà, êîòîðûé èññëåäîâàëðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ â ñâÿçè ñ òåîðèåé äâèæåíèÿ Ëóíû.Êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π,ïîýòîìó ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè �óíêöèÿ u(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1),òîãäà è �óíêöèÿ u(x + 2π) � òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, �óíêöèÿ u(x) íå îáÿçàíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé �óíê-öèåé ïî x. Íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè íà 2π îíà ìîæåò óìíîæàòüñÿ íàïîñòîÿííóþ, èëè ê íåé ìîæåò äîáàâëÿòüñÿ åùå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(3.1), íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî çàâèñèìîå îò u(x). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòèìèñ÷åðïûâàþòñÿ âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ çà 2π. Òàêîé îãðàíè÷åí-íûé íàáîð ñöåíàðèåâ ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïîäðîáíî èññëåäîâàòü ñâîéñòâàðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1), íå ïðèáåãàÿ ê ïîñòðîåíèþ ÿâíîãî ðåøåíèÿ.Ïóñòü �óíêöèè g(x) è h(x) � ñîñòàâëÿþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìóðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1), ïðè÷åì, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ýòîé ñèñòå-ìû ðàâåí åäèíèöå. Òàêèå �óíêöèè ìîæíî ïîäîáðàòü èç-çà ëèíåéíîñòèóðàâíåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì
g(0) = 1, g′(0) = 0, h(0) = 0, h′(0) = 1.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå:

F (x) = Ag(x) +Bh(x),ãäå A è B � ïîñòîÿííûå.Òîãäà ïðè èçìåíåíèè íà ïåðèîä ñàìè �óíêöèè g(x+ 2π) è h(x + 2π)ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç g(x) è h(x):
g(x+ 2π) = α1g(x) + α2h(x), h(x+ 2π) = β1g(x) + β2h(x).Ýòè �îðìóëû ïîçâîëÿþò âûâåñòè ñîîòíîøåíèå äëÿ αj, βj. Èç íåèçìåí-íîñòè âðîíñêèàíà äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî

α1β2 − α2β1 = 1.Ëåãêî âûðàçèòü è îáùåå ðåøåíèå F (x+ 2π):
F (x+ 2π) = (Aα1 +Bβ1)g(x) + (Aα2 +Bβ2)h(x).Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé g(x) è h(x), äàþùèõ ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêîå, ÷òî

F (x+ 2π) = kF (x). (3.2)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó ñâîéñòâó, íàçûâàåòñÿ�óíêöèåé Áëîõà. Ýòà �óíêöèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Õèëëà ïîëåçíà åùå è òåì,



90 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è Ëàìå÷òî v(x) = F (−x) � òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì, åñëè k 6= 1, òîãäà
v(x) è F (x) � ïàðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1).Åñëè ïðåäñòàâèòü k = exp(2πµ), òîãäà �óíêöèÿ φ(x) = exp(−xµ)F (x)� ïåðèîäè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, φ(x+2π) = exp(−2πµ)F (x+2π) = φ(x).Óñëîâèå (3.2) äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ k, A, B:

Aα1 + β1B = kA, Aα2 +Bβ2 = kB.Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîðîäíà, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿíåíóëåâîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâ-íÿëñÿ íóëþ, òî åñòü:
(α1 − k)(β2 − k) − α2β1 = 0,èëè
k2 − (α1 + β2)k + 1 = 0.Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ.

k12 =
(α1 + β2) ±

√

(α1 + β2)2 − 4

2
.Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè |α1 + β2| ≥ 2.Ïðè÷åì, åñëè α1 + β2 = ±2, òîãäà k = ±1, è �óíêöèÿ Áëîõà ïåðèîäè÷å-ñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π èëè 4π ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè |α1 + β2| > 2, òîãäà îäíî èç çíà÷åíèé |k| > 1, è �óíêöèÿ Áëîõàíå îãðàíè÷åíà íà îñè x.Çíà÷åíèÿì |α1 +β2| < 2 ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ k. Äëÿòîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê âåäåò ñåáÿ ïðè ýòîì �óíêöèÿ Áëîõà, âû÷èñ-ëèì |k|. ×èñëà k1 è k2 � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå. Ïî òåîðåìå Âèåòàïðîèçâåäåíèå êîðíåé:

k1k2 = 1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |k1| = |k2| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿÕèëëà � îãðàíè÷åííûå �óíêöèè íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.3.1.2 ÏðèìåðûÓðàâíåíèå Ìàòü¼ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
u′′ + (a + 16q cos 2z)u = 0. (3.3)Óðàâíåíèå Ìàòüå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå èç óðàâíåíèé Õèë-ëà. Èñòîðè÷åñêè ýòî óðàâíåíèå ïîÿâèëîñü ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ êîëå-áàíèé ïëàñòèíû:
∂2

xV + ∂2
yV =

1

c2
∂2

t V.



3.1. Ôóíêöèè Ìàòü¼ 91Âûâîä óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ äîâîëüíî ãðîìîçäîê, è çäåñü ëèøü ïðèâîäÿòñÿ�îðìóëû, âîñïîëüçîâàâøèñü êîòîðûìè, ÷èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíîïðèéòè ê óðàâíåíèþ Ìàòü¼.Ïðåæäå âñåãî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëàñòèíà êîëåáëåòñÿ ñ ïîñòî-ÿííîé ÷àñòîòîé p, òîãäà îò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâ-íåíèþ �åëüìãîëüöà:
∂2

xv + ∂2
yv +

p2

c2
v = 0.Òåïåðü îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïåðåéäåì ê ýëëèïòè÷åñêèì:

x+ iy = h ch(ξ + iη), èëè x = h ch ξ cos η, y = h sh ξ sin η.ãäå (±h, 0) � �îêóñû ýëëèïòè÷åñêîé ìåìáðàíû. Êîíå÷íî, â ýòèõ êîîðäè-íàòàõ ξ ≥ 0, −π < η ≤ π, â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå �åëüìãîëüöàïðèìåò âèä:
∂2

ξu+ ∂2
ηu+

h2p2

c2
(ch2 ξ − cos2 η)u = 0.Òåïåðü ëåãêî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå:

u = F (ξ)G(η).Â ðåçóëüòàòå äëÿ �óíêöèè G(η) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ìàòü¼:
d2G

dη2
+ (A− h2p2

c2
cos2 η)G = 0.Óðàâíåíèå (3.3) ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðèíÿòü a = A− h2p2

2c2
, q = h2p2

32c2
.Ïî ñóòè ïîñòðîåíèÿ � ðåøåíèå � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïî η. Ïî-ýòîìó â çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ êîëåáàíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîé ìåìáðàíû, íàäîíàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ ñ ïåðèîäîì 2π.Åù¼ îäèí ïðèìåð, â êîòîðîì âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ìàòü¼ � ìàòåìà-òè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ ïåðèîäè÷åñêè êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà, åñëèòî÷êà ïîäâåñà êîëåáëåòñÿ â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè ïî çàêîíó cos Ωtñ àìïëèòóäîé A. Óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â ýòîì ñëó÷àåìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(mg + A cos Ωt) sinφ+mlφ′′ = 0èëè
θ′′ + (

g

l
+
a

l
cos Ωt) sin θ = 0.



92 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è ËàìåÅñëè ðàññìàòðèâàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè íèæíåãîïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òîãäà ïîëó÷èì:
u′′ + (1 + q cos Ωt)u = 0.Â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìàÿòíèêà:
u′′ − (1 + q cos Ωt)u = 0.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ìàòü¼ îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèéðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå íàñ áóäåò èíòåðå-ñîâàòü âîïðîñ î òîì, åñòü ëè ðàñòóùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ ïðèäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.3.1.3 Ôóíêöèè Ìàòü¼Óðàâíåíèå Ìàòü¼
u′′ + (a+ 16q cos 2z)u = 0ïðè q = 0 è a = n2 èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäîì 2π âèäà:

1 cos z cos 2z . . .
sin z sin 2z . . . .�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòü¼, ïðèâîäÿùèå ïðè q → 0 ê âûøå ïåðå÷èñ-ëåííûì êîñèíóñàì è ñèíóñàì, íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Ìàòü¼ ïîðÿäêà

n = 0, 1, 2, . . . . Äëÿ ýòèõ �óíêöèé ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:
ce0(z, q) ce1(z, q) ce2(z, q) . . .

se1(z, q) se1(z, q) . . . .Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå íå îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîå ïîñòðîåíèå�óíêöèé Ìàòü¼. Çäåñü äëÿ îäíîçíà÷íîñòè íåîáõîäèìî äîáàâèòü òðåáî-âàíèå, ÷òîáû êîý��èöèåíò Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè Ìàòü¼ n-ãî ïî-ðÿäêà ïðè cos(nz) èëè sin(nz) ðàâíÿëñÿ åäèíèöå (íå çàâèñåë îò q).Çäåñü íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð a çàâèñèò îò q è ëèøü ïðè q = 0
a = n2. Çàâèñèìîñòü a îò q ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèèÌàòü¼ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòèõ �óíêöèéïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ïóíêòå.Èç ïðèâåäåííîé âûøå òåîðèè Ôëîêå ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè Ìàòü¼ �ñïåöèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòü¼, äà åùå è ñî ñïå-öèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ. Ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ê �óíêöèèÌàòü¼ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ � êðîìå ñëó÷àÿ q = 0 � îêàçûâàåòñÿðåøåíèåì ñ ëèíåéíî ðàñòóùåé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé.



3.1. Ôóíêöèè Ìàòü¼ 933.1.4 Ïîñòðîåíèå �óíêöèé Ìàòü¼Áóäåì èñêàòü �óíêöèþ ce0(z, q) â âèäå:
ce0(z, q) = 1 + qv1(z) + q2v2(z) + . . . . (3.4)Ïàðàìåòð a:

a = a1q + a2q
2 + a3q

3 + . . . . (3.5)Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèÿ (3.4) è (3.5) â óðàâíåíèå Ìàòü¼ è ïðèðàâíÿ-åì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà q. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé:
v′′1 + a1 + 16 cos(2z) = 0,

v′′2 + a2 + a1v1 + 16v1 cos(2z) = 0,

v′′3 + a3 + a1v2 + a2v1 + 16v2 cos(2z) = 0,

. . . .�åøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ v1:
v1 = −a1z

2

2
+ 4 cos(2z) + c1z + c0.

�èñ. 3.1: Íà ãðà�èêå ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ ïàðàìåòð q,ïî ãîðèçîíòàëüíîé � ïàðàìåòð a. Ñåðûå çîíû � îáëàñòè, â êîòîðûõ àì-ïëèòóäà êîëåáàíèé îäíîãî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ ýêñïîíåíöèàëü-íî ðàñòåò. �ðàíèöû çîí � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðè êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ�óíêöèè Ìàòü¼.



94 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è ËàìåÍàñ èíòåðåñóåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîýòîìó a1 = 0, c1 = 0. Êðîìåòîãî, ýòî ðåøåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñëàãàåìûõ, êîòîðûå äàþò âêëàäâ íóëåâîé êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå �óíêöèè ce0(z, q), ïîýòîìó è
c0 = 0. Îêîí÷àòåëüíî:

v1 = 4 cos(2z).Óðàâíåíèå äëÿ v2 â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàåòñÿ:
v′′2 = −a2 − 64 cos2(2z)èëè

v′′2 = −a2 − 32 − 32 cos(4z).Èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå èìååò âèä:
v2 = −a2 + 32

2
z2 + 2 cos(4z).Òðåáîâàíèå ïåðèîäè÷íîñòè ïðèâîäèò ê óñëîâèþ:

a2 = −32.Óðàâíåíèå äëÿ v3:
v′′3 = 128 cos(2z) − 32 cos(4z) cos(2z).Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìóëû

cos(2z) cos(4z) =
1

2

(

cos(2z) + cos(6z)
)è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì:

v3 = −64 cos(2z) +
16

9
cos(6z).ïàðàìåòð a3 = 0.Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïîñòðîèòü �óíêöèþ Ìà-òü¼ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì q è îïðåäåëèòü a, òàêæå â âèäå ðÿäà ïî ñòå-ïåíÿì q. Îêàçûâàåòñÿ � çäåñü ýòî íå äîêàçûâàåòñÿ � ïîñòðîåííûå òàêèìîáðàçîì ðÿäû ñõîäÿòñÿ, è �óíêöèè Ìàòü¼ � öåëûå �óíêöèè ïàðàìåòðà

z. Ïîñòðîåííûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà äëÿ ce0(z, q):
ce0(z, q) = 1 + (4q − 64q2 + . . . ) cos(2z) +

(2q2 + . . . ) cos(4z) +

(

16

9
q3 +

)

cos(6z) + . . . ,

a = −32q2 + . . . .



3.1. Ôóíêöèè Ìàòü¼ 95Äëÿ ñïðàâêè ïðèâåäåì �îðìóëû äëÿ �óíêöèé ce1(z, q) è se1(z, q):
ce1(z, q) = cos(z) +

∞
∑

r=1

(

2rqr

(r + 1)!r!
− 2r+1rqr+1

(r + 1)!(r + 1)!
+

2rqr+1

(r − 1)!(r + 2)!
+O(qr+3)

)

cos((2r + 1)z),ãäå
a = 1 − 8q − 8q2 + 8q3 − 8

3
q4 +O(q5).

se1(z, q) = sin(z) +
∞

∑

r=1

(

2rqr

(r + 1)!r!
+

2r+1rqr+1

(r + 1)!(r + 1)!
+

2rqr+1

(r − 1)!(r + 2)!
+O(qr+3)

)

sin((2r + 1)z),ãäå
a = 1 + 8q − 8q2 + 8q3 − 8

3
q4 +O(q5).3.1.5 Óðàâíåíèå Ìàòü¼ â �îðìå ËèíäåìàíàÅñëè ñäåëàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

ξ = cos2(z):
d

dz
=
dξ

dz

d

dξ
= −2 cos(z) sin(z)

d

dξ
,

d2

dz2
=

d

dz

(

− sin(2z)
d

dξ

)

= sin2(2z)
d2

dξ2
− 2 cos(2z)

d

dξ
,

sin2(2z) = 4ξ(1 − ξ); cos(2z) = ξ − (1 − ξ) = 2ξ − 1.Óðàâíåíèå Ìàòü¼ ïðèìåò âèä:
4ξ(1 − ξ)

d2u

dξ2
+ 2(1 − 2ξ)

du

dξ
+ (a− 16q + 32qξ)u = 0.Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâå ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷êè ξ = 0 è ξ = 1. Òî÷êà

ξ = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â îêðåñòíîñòè ðå-ãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê ìîæíî ïîñòðîèòü ïî äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷å-ñêîé �óíêöèè. Äëÿ ýòèõ ðåøåíèé òàêæå ìîæíî ðàçâèòü ïîäîáèå òåîðèèÔëîêå, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-ñòè.



96 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è Ëàìå3.1.6 Çàäà÷àÂûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ q è Ω, ïðè êîòîðûõ îêà-çûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì âåðõíåå ïîëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñîñöèëëèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà.3.1.7 ËèòåðàòóðàÏðè ïîäãîòîâêå ýòîé ëåêöèè èñïîëüçîâàëñÿ ó÷åáíèê1 Ý.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2,Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.3.2 Óðàâíåíèå ËàìåÏðèâîäèòñÿ âèä óðàâíåíèÿ Ëàìå è êðàòêî îáúÿñíÿåòñÿ ïðîèñõîæ-äåíèå è îáùèé âèä �óíêöèé Ëàìå. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ðåøåíèþóðàâíåíèÿ Ëàìå â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêîãî ñè-íóñà ßêîáè.3.2.1 Óðàâíåíèå ËàìåÓðàâíåíèåì Ëàìå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
4
√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
d

dλ

[

√

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
dΛ

dλ

]

=

[

n(n+ 1)λ+ C
]

Λ.Ýòî óðàâíåíèå ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýëëèïñîèäàëüíûì êîîðäèíà-òàì è ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ëàïëàñà. Çäåñü ïàðàìåòðû
a, b, c � ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×èñëà n è C �ïàðàìåòðû ñàìîãî óðàâíåíèÿ Ëàìå.Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå è �óíêöèé Ëàìå ñâÿçàíà ñ ýë-ëèïñîèäàëüíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿÌàòü¼, â ýòîé òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàìåñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ (òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿîáîáùåííûì óðàâíåíèåì Ëàìå), à óðàâíåíèÿ ñî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííû-ìè êîý��èöèåíòàìè C è íàòóðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà n. Îêà-çûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n ìîæíî òàê ïîäîáðàòü
1 + n/2 çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ C, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå ñ êàæäûìèç òàêèõ C ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå â âèäå ïîëèíîìà ïî λ ñòåïåíè n.



3.2. Óðàâíåíèå Ëàìå 97Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Ëàìå, à óðàâíåíèÿ ñ òàêèìè èòîëüêî òàêèìè ñïåöèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè C íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìèËàìå.Óðàâíåíèå Ëàìå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, ñîäåðæàùåì ýëëèïòè÷å-ñêóþ �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ýòîãî íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåçàâèñè-ìîé ïåðåìåííîé:
λ = P(u) +

1

2
(a2 + b2 + c2),òîãäà:

d2Λ

du2
= (n(n + 1)P(u) +B)Λ,ãäå

B = C − 1

3
n(n + 1)(a2 + b2 + c2).Åù¼ îäíà �îðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ Ëàìå èñïîëüçóåò �óíêöèþ äåëüòààìïëèòóäû (ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ).

α = iK ′ + u
√
e1 − e3, k =

√

a2 + b2

a2 − c2
,ãäå e1 > e2 > e3 � êîðíè óðàâíåíèÿ 4x3 − g2x− g3 = 0 (ïàðàìåòðû g2 è g3îïðåäåëÿþò �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà), òîãäà

d2Λ

dα2
= (n(n+ 1)k2sn(α|k) + A)Λ,ãäå

B + e3n(n + 1) = A(e1 − e3).3.2.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé ËàìåÄëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé Ëàìå ïåðâîãî ðîäà � ðåøåíèé óðàâíåíèÿËàìå â �îðìå Âåéåðøòðàññà èñïîëüçóþò ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý�-�èöèåíòîâ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ èùóò â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè N îò�óíêöèè Âåéåðøòðàññà:
Λ(u) = EN (u) ≡ P

N(u) + a1P
N−1(u) + · · ·+ aN−1P(u) + aN .Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Λ:

Λ′′ =
[

n(n− 1)Pn−2(u) + a1(n− 1)(n− 2)PN−3(u) + · · · + aN−2

]

×
×

[

4P3(u) − g2P(u) − g3

]

+
[

nP
N−1(u) + a2(N − 1)PN−2(u) + · · ·+ aN−1

][

6P2(u) − g2/2
]

.



98 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è ËàìåÒåïåðü, åñëè ïðèðàâíÿòü âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ê ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàìå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî è ñëåâà è ñïðàâà ñîäåðæàòñÿïîëèíîìû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ïî P(u). Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû âñòàðøåì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì:
4N(N − 1) + 6N = n(n + 1) èëè 2N(2N + 1) = n(n+ 1).Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî n = 2N .Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè îñòàëüíûõ N + 1 (íà÷èíàÿ ñíóëåâîé) ñòåïåíÿõ P(u) ó íàñ èìååòñÿ N ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ aj è åùåîäèí ïàðàìåòð B â óðàâíåíèè. Ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî�óíêöèÿ En(u) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàìå.3.2.3 Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ëàìå�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàìå â �îðìå ßêîáè:

d2Λ

dα2
= (n(n+ 1)k2sn2(α|k) + A)Λ.Çäåñü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñïåöèàëüíûé, êîãäà óðàâíåíèå Ëàìå ïî-ëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé íà íåíóëåâîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèèsn(t).Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèåâòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ sn(t|k) èìååò âèä:
u′′ = −(1 + k2)u+ 2k2u3.Áóäåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èñêàòü â âèäå:
u(t) = sn(t|k) + εv(t).Åñëè ïîäñòàâèòü ýòó �îðìóëó â óðàâíåíèå äëÿ u, âûïèñàòü óðàâíåíèÿäëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè εj, j = 0, 1, 2, 3, òîãäà óðàâíåíèå ïðè ε0 âûïîë-íÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à ïðè ε ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

v′′ = (6k2sn2(t|k) − (1 + k2))v. (3.6)Ýòî óðàâíåíèå è íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì. Îíî ÿâëÿåò-ñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ëàìå (çäåñü n = 2).Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.6) ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðîäè��åðåíöè-ðîâàâ ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãîñèíóñà:
v1(t|k) =

d

dt
sn(t|k) = 
n(t|k)dn(t|k). (3.7)



3.2. Óðàâíåíèå Ëàìå 99Âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.6) ïîëó÷àåòñÿ, èñõî-äÿ èç ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè îò t âðîíñêèàíà äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ(3.6):
W (v1, v2) = v1v

′
2 − v2v

′
1 = const.Áóäåì èñêàòü òàêîå âòîðîå ðåøåíèå, ÷òî âðîíñêèàí W (v1, v2) = 1.Òîãäà �îðìóëó äëÿ âðîíñêèàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè v2(t). Âîñïîëüçîâàâøèñüìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ëåãêî ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ v2:

v2(t) = v1(t)

∫ t

0

dτ

v2
1(τ)èëè

v2(t) = 
n(t)dn(t) ∫ t

0

dτ

(1 − sn2(τ))(1 − k2sn2(τ)
. (3.8)Íàéäåííàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ v2(t) ïðèãîäíà òîëüêî äî òåõ ïîð,ïîêà çíàìåíàòåëü íå îáðàòèòñÿ â íóëü, òî åñòü, ïðè −K(k) < t < K(k).Â òî÷êàõ tm = (2m + 1)K �óíêöèÿ 
n(t) =

√

1 − sn2(t) èìååò íóëü ïåð-âîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â òàêèõ òî÷êàõèìååò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà, è èíòåãðàë, èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ êî-òîðîãî âêëþ÷àåò òî÷êè tm, íå ñóùåñòâóåò.Ôîðìóëó (3.8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è íà âñåé îñè t, îäíàêî, äëÿ ýòîãîíàäî ðåãóëÿðèçîâàòü ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë. �åãóëÿðèçîâàòü åãî ìîæíî,íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì.
∫ tm+δ

tm−δ

dτ

v2
1(τ)

= −
∫ tm+δ

tm−δ

1

v′1(τ)
d

(

1

v1(τ)

)

= − 1

v1(τ)v
′
1(τ)

∣

∣

∣

∣

tm+δ

tm−δ

−
∫ tm+δ

tm−δ

v′′1(τ)dτ

v1(τ)(v′1(τ))
2

= − 1

v1(τ)v′1(τ)

∣

∣

∣

∣

tm+δ

tm−δ

−

−
∫ tm+δ

tm−δ

6k2sn2(τ) − (1 + k2)

(v′1(τ))
2

dτèëè
∫ tm+δ

tm−δ

dτ

v2
1(τ)

= − 1

v1(τ)v
′
1(τ)

∣

∣

∣

∣

tm+δ

tm−δ

−
∫ tm+δ

tm−δ

6k2sn2(τ) − (1 + k2)

(v′1(τ))
2

dτ,ãäå δ < K(k).Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (3.7) è (3.8) äàþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.6).



100 �ëàâà 3. Ôóíêöèè Ìàòü¼ è ËàìåÇàìå÷àíèå. Åñëè òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàòü èíòåãðàë
∫ 2π

0

dt

cos2(t)
,òîãäà ïîëó÷èì:

∫ 2π

0

dt

cos2(t)
=

∫ π
2
−δ

0

dt

cos2(t)
+

1

sin(t) cos(t)

∣

∣

∣

∣

π
2
+δ

π
2
−δ

+

+

∫ π
2
+δ

π
2
−δ

−dt
sin2(t)

+

∫ 3π
2
−δ

π
2
+δ

dt

cos2(t)
+

1

sin(t) cos(t)

∣

∣

∣

∣

3π
2

+δ

3π
2
−δ

+

+

∫ 3π
2

+δ

3π
2
−δ

−dt
sin2(t)

+

∫ 2π

3π
2

+δ

dt

cos2(t)
=

= tg(t)
∣

∣

π
2
−δ

−π
2
+δ

+
1

sin(t) cos(t)

∣

∣

∣

∣

π
2
+δ

π
2
−δ

+ ctg(t)

∣

∣

∣

∣

π
2
+δ

π
2
−δ

+ tg(t)
∣

∣

3π
2
−δ

− 3π
2

+δ
+

1

sin(t) cos(t)

∣

∣

∣

∣

3π
2

+δ

3π
2
−δ

+ ctg(t)

∣

∣

∣

∣

3π
2

+δ

3π
2
−δ

= 2 ctg(δ) − 2

sin(δ) cos(δ)
−

−2 tg(δ) + 2 ctg(δ) − 2

sin(δ) cos(δ)
+ 2 tg(δ)èëè

∫ 2π

0

dt

cos2(t)
= 4

cos2(δ) − 1 + sin2(δ)

sin(δ) cos(δ)
= 0.3.2.4 Âûðîæäåííûé ñëó÷àéÎñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà k = 1. Ïðè ýòîì ýëëèïòè-÷åñêèé ñèíóñ âûðîæäàåòñÿ â tanh(t). Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (óðàâ-íåíèå Ëàìå) ïðèíèìàåò âèä:

v′′ = (6 tanh2(t) + 2)v.�åøåíèå v1(t) = 1
cosh2(t)

. Âòîðîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû äëÿ v2(t):
v2(t) =

1

16 cosh2(t)

(

1

2
sinh(t) + 4 sinh(2t) + 6t

)

.Çàìå÷àíèå. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà ïðè k = 1îòäåëÿåò îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñâÿçàííîãî ñ ýòèì óðàâíåíèåì



3.2. Óðàâíåíèå Ëàìå 101óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îò îáëàñòè íåïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé. Ýòî îñîáîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé. Òîò �àêò, ÷òî ëèíå-àðèçîâàííîå íà ñåïàðàòðèñå óðàâíåíèå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùååðåøåíèå v2(t), óêàçûâàåò íà íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ñåïàðàòðèñíîãîðåøåíèÿ.3.2.5 ËèòåðàòóðàÏîäðîáíåå î �óíêöèÿõ Ëàìå ìîæíî ïðî÷èòàòü âÝ.Ò.Óèòòåêåð, Äæ.Í.Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Òîì 2, Ì.:Ôèçìàòãèç, 1967.�åãóëÿðèçàöèÿ èíòåãðàëà â âî âòîðîì ðåøåíèè ëèíåàðèçîâàííîãîóðàâíåíèÿ âçÿòà èç ñòàòüèÌ.Â. Ôåäîðþê, Ìåòîä ÂÊÁ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Æóðí. Âû÷. Ìàòåì. è Ìàò. Ôèç., 1986, ò.26, n2, ñ.198-210.
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