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Ïðåäèñëîâèå

Ýòî ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî ïî êóðñó ëåêöèé, ïðî÷èòàííîìó âî âðåìÿ âåñåííå-
ãî ñåìåñòðà 1999 ãîäà ñòóäåíòàì Óôèìñêîãî Ãîñóäàñòâåííîãî Àâèàöèîííîãî Òåõíè-
÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Îñíîâíàÿ
öåëü � ïîçíàêîìèòü ñ ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ïî âîçìîæíîñòè èíäóêòèâíî, îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó,
è îñíîâàíî èñêëþ÷èòåëüíî íà ïðèìåðàõ. ×àñòî ãëóáîêèå è ãðîìîçäêèå ìàòåìàòè-
÷åñêèå òåîðèè âîçíèêàþò ïðè îáîáùåíèÿõ ðåøåíèé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ õîðîøî
èçó÷åííûõ è ïîíÿòûõ çàäà÷. Ïîäðîáíûé àíàëèç ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íàìíîãî áîëåå âàæíûì ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ÷åì
ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà äåñÿòêîâ òåîðåì.

Áîëüøèíñòâî ðàçîáðàííûõ çàäà÷ âçÿòî èç ìåõàíèêè, íà÷èíàÿ ñ ãàðìîíè÷åñêî-
ãî îñöèëëÿòîðà è çàêàí÷èâàÿ âîë÷êîì Êîâàëåâñêîé. Íåñêîëüêî ëåêöèé â íà÷àëå
êóðñà áàçèðóåòñÿ íà Íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêå, â îñòàëüíûõ áóäåò äåëàòüñÿ êðåí â
ñòîðîíó Ãàìèëüòîíîâà ïîäõîäà ê ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì. Áîëüøàÿ ÷àñòü ëåêöèé
ïîñâÿùåíà êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó óðàâíåíèé, èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé â òåðìèíàõ
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïðèâåäåííûé çäåñü ïî âîçìîæíîñòè àêêóðàòíûé è ïîëíûé ðàçáîð ýëåìåíòàð-
íûõ ïðèìåðîâ, êîíå÷íî, ïðåñëåäóåò íå òîëüêî îáðàçîâàòåëüíûå öåëè. Õî÷åòñÿ ïî-
ïðîùå ïîçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé ñ ñîâðåìåííûìè ïðîáëåìàìè òåîðèè êîëåáàíèé,
èçó÷àâøèìèñÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ. Â èõ ÷èñëî âõîäÿò òåñíî
ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, âîïðîñû âîçìóùåíèÿ ñå-
ïàðàòðèñíûõ ðåøåíèé è õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áîëåå ÷åì
îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðèÿ êîëåáàíèé äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû âî ìíî-
ãîì � çàêîí÷åííàÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Çà ïîñëåäíåå ñòîëåòèå íà-
ïèñàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåêðàñíûõ ó÷åáíèêîâ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîòû è
ãëóáèíû èçëîæåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåäàãîãè÷åñêîãî ìàñòåðñòâà. ×àñòü èç
íèõ èñïîëüçîâàëàñü ïðè ïîäãîòîâêå ýòîãî êóðñà. Ññûëêè íà òàêèå êíèãè ïðèâîäÿòñÿ
â êîíöå êàæäîé ëåêöèè.

Î. Êèñåëåâ
ok@ufanet.ru
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Ïðåäèñëîâèå êî âòîðîìó èçäàíèþ

Âî âòîðîì èçäàíèè äîáàâëåíû ëåêöèè î òåîðåìå Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà,
î íåèíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è îá àâòîðåçîíàíñå. Óñòðàíåíû ìíîãî-
÷èñëåííûå îïå÷àòêè.

Âûðàæàþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîô. Òîäîðó Áîÿäæèåâó (Todor L. Boyadjiev) è
ïðîô. ßíó Ñòðåëü÷èíó (Jean-Marie Strelcin) çà ïîääåðæêó è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ïðèíîøó ïðîñëóøàâøèì êóðñ è íàøåäøèì ìíîãî÷èñëåííûå
íåòî÷íîñòè â òåêñòå Â. Êîâàëåâîé è Ì. Íå÷àåâîé.

Î. Êèñåëåâ
ok@ufanet.ru

4 ñåíòÿáðÿ 2004 ãîäà.
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1 Ëèíåéíûå ñèñòåìû

Çäåñü ìû èçó÷èì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïðèòÿãèâàþùåé è îò-
òàëêèâàþùåé ñèëîé. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè ôàçîâûõ êðèâûõ è
ñåïàðàòðèñ. Ïîêàçàíî âîçíèêíîâåíèå ïðîáëåìû ìàëûõ çíàìåíàòåëåé â ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ âîçáóæäàþùåé ñèëîé.

1.1 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíûé
îñöèëëÿòîð.

u′′ + ω2u = 0. (1)

Êîíå÷íî, ëþáîé èç ñòóäåíòîâ, óñïåøíî ñäàâøèõ ýêçàìåí ïî îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, çíàåò îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îáû÷íî ýòî
ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé u = c exp(kx). Ïîèñê ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè � îäèí èç íåìíîãèõ ðàáîòàþùèõ
ñïîñîáîâ. Îäíàêî, åñëè ðåøåíèå íå âûðàæàåòñÿ â âèäå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òàêèì ñïîñîáîì, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ.

1.1.1 Ñâåäåíèå ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Çäåñü íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íå ÿâíàÿ ôîðìóëà, à ïîäõîäû ê êà÷åñòâåííîìó àíà-
ëèçó äâèæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ýòèì óðàâíåíèåì. Ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû íå î÷åíü
óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ê àíàëèçó ðåøåíèé óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíàêî, óæ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîë-
íîòîé. Ïîýòîìó óäîáíî îò óðàâíåíèÿ (1) ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ
ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå íà u′, ïîëó÷èì:

u′′u′ + ω2uu′ = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî t îò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ t0 äî t. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1
2
(u′)2|tt0 +

1
2
ω2u2|tt0 = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè t = t0 èçâåñòíû äàííûå Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1): u|t=t0 =
u0, u

′|t=t0 = u1. Ïåðåíåñåì èçâåñòíûå âåëè÷èíû â ïðàâóþ ÷àñòü:

(u′)2

2
+
ω2u2

2
= E, E =

u2
1

2
+
ω2u2

0

2
. (2)

Îáû÷íî ãîâîðÿò, ÷òî E � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ìåõàíèêå ýòà ïîñòîÿííàÿ
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû �
êèíåòè÷åñêîÿ ýíåðãèÿ, à âòîðîå � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, îò ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìû ïåðåøëè ê íåëè-
íåéíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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1.1.2 Àíàëèç ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (1) è (2)

Ïðåæäå, ÷åì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâ-
íåíèåì (2), íàäî âûÿñíèòü ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé è
íàó÷èòüñÿ âûäåëÿòü ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) èç óðàâíåíèÿ (2).

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) è (2) íå ñîâïàäàþò � ìíîæåñòâî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (2) øèðå:

U1,2 = ±
√

2E
ω

� íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (1) åñëè E 6= 0. Ýòè "äîïîëíèòåëüíûå"ðåøåíèÿ (2) ïîÿâè-
ëèñü èç-çà óìíîæåíèÿ (1) íà u′. Äåéñòâèòåëüíî, U ′1,2 = 0 è â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) íà U ′1,2 ïîëó÷èì òîæäåñòâî.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ � êàê îäíîçíà÷íî âûäåëèòü ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2)
ðåøåíèÿ (1)? Îòâåò, êàçàëîñü áû, ÿñåí, � íàäî ê óðàâíåíèþ (2) äîïèñàòü íà÷àëüíîå
óñëîâèå: u|t=0 = u0. Ýòîãî âðîäå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî, ïîòîìó ÷òî u′|t=0 = u1

óæå èñïîëüçîâàíî ïðè ïîëó÷åíèè ïîñòîÿííîé E. Îêàçûâàåòñÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè � çíà÷åíèåì ôóíêöèè u|t=t0 è çíàêîì åå ïðîèçâîäíîé. Ýòî ñòà-
íîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè óðàâíåíèå (2) çàïèñàòü â âèäå, ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíîé:

u′ = ±
√

2E − ω2u2.

Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè u(t) � îòðåçîê [−
√

2E
ω ,

√
2E
ω ]. Îäíàêî, óðàâíåíèå (2)

íåðàçðåøèìî íà ýòîì îòðåçêå. Êîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u′ = ±
√

2E − ω2u2 äî-

ñòèãàåò çíà÷åíèÿ ±
√

2E
ω , òîãäà åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü ëèáî ïîñòîÿííîé u ≡ ±

√
2E
ω ,

ëèáî ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ u′ = ∓
√

2E − ω2u2. Òî åñòü â òî÷êàõ

u = ±
√

2E
ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) òåðÿåò îäíîçíà÷íîñòü.

Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî è ðåøåíè-

ÿìè óðàâíåíèÿ (1). Èç (1) ëåãêî âèäåòü, ÷òî u′′ = ∓ω
√

2E ïðè u = ±
√

2E
ω . Òî

åñòü, ôóíêöèÿ u(t) â ýòèõ òî÷êàõ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷å-
íèå. Ïðè ýòîì åå ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)

ïîñëå ±
√

2E
ω äîëæíû ïðîäîëæàòüñÿ óðàâíåíèåì u′ = ∓

√
2E − ω2u2.

Ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç
√

2E
ω ìåíÿåò çíàê

íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì äîïîëíèòåëüíûì ðåöåïòîì, òîãäà
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) îäíîçíà÷íî.

1.1.3 Ôàçîâûé ïîðòðåò

×àñòî àíàëèç äâèæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ òåì èëè èíûì óðàâíåíèåì, ïðîâîäÿò, îñíî-
âûâàÿñü íà ôîðìå êðèâîé äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ïîòåíöèàëà). Â ñëó÷àå óðàâ-
íåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîòåíöèàë � êâàäðàòè÷íàÿ ïàðàáîëà, è ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà êîëåáëåòñÿ íà ýòîé êðèâîé. Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ
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Ðèñ. 1: Ôàçîâûé ïîðòðåò ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ω = 0.5).

êîîðäèíàò òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé è äîñòèãàþòñÿ, êîãäà êèíåòè÷å-

ñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ (u± =
√

2E
ω ).

Ôîðìóëà (2) ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü u′ è êîîðäèíàòó ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà u. Â
ñèñòåìå êîîðäèíàò (u, u′) ýòó çàâèñèìîñòü íåòðóäíî èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè â âè-
äå êîíöåíòðè÷åñêèõ ýëëèïñîâ. Ïëîñêîñòü (u, u′) íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ, à
ãðàôèê, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (2), � ôàçîâûì ïîðòðåòîì óðàâíåíèÿ (1). Ðàç-
íûì çíà÷åíèÿì ïîñòîÿííîé E ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ýëëèïñû, à çíà÷åíèþ E = 0
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà÷àëà êîîðäèíàò � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïñàì, � ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Îäíîé, ïîòîìó ÷òî ïàðàìåòðû ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà �
êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü � ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2) è íåçàâèñèìî èçìåíÿòüñÿ ìîæåò
òîëüêî îäèí èç íèõ.

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò òî÷êà ëåæàëà íà îäíîì èç ýëëèïñîâ, òî äàëåå ïðè
èçìåíåíèè âðåìåíè îíà áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî ýòîìó ýëëèïñó. Íî â êàêóþ ñòîðîíó?
Ïîêàæåì, êàê íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû âûáðàòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ïóñòü

â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü òî÷êè áûëà ðàâíà íóëþ, à êîîðäèíàòà ðàâíà −
√

2E
ω .

Â ñëåäóþùèé ìîìåíò êîîðäèíàòà óâåëè÷èòñÿ, ñêîðîñòü ñòàíåò ïîëîæèòåëüíîé. Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ïî ôàçîâûì êðèâûì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

1.1.4 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2)

Âû÷èñëèì ïåðèîä îñöèëëÿöèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

u′ = ±
√

2E − ω2u2. (3)
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Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dt =
du

±
√

2E − ω2u2
. (4)

Çà ïåðèîä òî÷êà îáåæèò âåñü ýëëèïñ è âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Ïóñòü
îïÿòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü òî÷êè ðàâíÿëàñü íóëþ, à êîîðäèíàòà ðàâíÿ-

ëàñü −
√

2E
ω . Òîãäà ñíà÷àëà òî÷êà ïðîáåæèò ïî âåðõíåé ïîëîâèíå ýëëèïñà, à çàòåì

� ïî íèæíåé. Ïîýòîìó â (4) ñíà÷àëà íàäî âûáðàòü çíàê +, êîîðäèíàòà ïðè ýòîì

èçìåíÿåòñÿ îò u− = −
√

2E
ω äî u+ =

√
2E
ω , à çàòåì ìèíóñ, êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ îò

u+ =
√

2E
ω äî u− = −

√
2E
ω . Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ïîëó÷èì ôîðìóëó:

T =
∫ u+

u−

du√
2E − ω2u2

−
∫ u−

u+

du√
2E − ω2u2

.

Ýòó ôîðìóëó ëåãêî óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè:

T = 2
∫ u+

u−

du√
2E − ω2u2

. (5)

Íà ïåðâûé âçãëÿä çíà÷åíèå èíòåãðàëà çàâèñèò îò ýíåðãèè E. Îäíàêî, äëÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ýòî íå òàê. Â ôîðìóëå (5) ìîæíî èçáàâèòü-
ñÿ îò ïîñòîÿííîé E ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:

v =
ωu√
2E

, v± = ∓1.

Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

T =
2
ω

∫ 1

−1

dv√
1− v2

=
2π
ω
.

Â ýòîé ôîðìóëå íåò çàâèñèìîñòè îò E.
Ðåøèì, â êîíöå êîíöîâ, óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (3). Ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (4):∫ t

t0
dτ =

∫ u

u0

dy√
2E − ω2y2

.

Ñäåëàåì çàìåíó y = ωu√
2E
, òîãäà:

(t− t0) =
1
ω

∫ ωu√
2E

ωu0√
2E

dv√
1− v2

.

Âîçüìåì ñòàíäàðòíûé èíòåãðàë, â ðåçóëüòàòå:

(t− t0)ω = arccos(
ωu√
2E

)− arccos(
ωu0√
2E

).
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èëè
ωt+ φ0 = arccos(

ωu√
2E

), φ0 = arccos(
ωu0√
2E

)− ωt0.

Ïîñëå îáðàùåíèÿ ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷èì:

u = A cos(ωt+ φ0). (6)

Çäåñü A =
√

2E
ω � àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, à ïîñòîÿííàÿ φ0

� ñäâèã ôàçû êîëåáàíèé. Ïåðèîäîì êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà T = 2π
ω , îíà

ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (5), åñëè âû÷èñëèòü òàáëè÷íûé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

1.2 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ îòòàëêèâàþùåé ñèëîé

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ îòòàëêèâàþùåé ñèëîé:

u′′ − ω2u = 0. (7)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîâåäåì êà÷åñòâåííûé àíàëèç, ïîäîáíûé òîìó, ÷òî áûë ñäå-
ëàí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè èìååò âèä:

(u′)2

2
− ω2u2

2
= E. (8)

Çäåñü ïîòåíöèàë � êâàäðàòè÷íàÿ ïàðàáîëà ñ âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè âíèç. Ìàê-
ñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ïîëíîé ýíåðãèè. Îäíàêî, åñëè çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè
E > 0, òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà, ïåðåâàëèâ ÷åðåç ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà, áóäåò ïðîäîëæàòü
äâèæåíèå â ±∞ ïî äðóãîé âåòâè ïàðàáîëû. Åñëè E < 0, òîãäà òî÷êà íå ñìîæåò
äîñòèãíóòü âåðøèíû ïàðàáîëû è ñêàòèòñÿ îáðàòíî ïî òîé æå âåòâè, ïî êîòîðîé
ïðèêàòèëàñü. Åñëè E = 0, òî â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ òî÷êà ëèáî
áåñêîíå÷íî äîëãî áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âåðøèíå ïàðàáîëû, ëèáî áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ñîñòîÿíèè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íà âåðøèíå, ëèáî áóäåò ñêàòûâàòüñÿ ïî îäíîé
èç âåòâåé ê ±∞.

Êðèâûå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u, u′) ïðè E 6= 0 � ãèïåðáîëû. Îñîáíÿêîì ñòîèò
çíà÷åíèå E = 0, â ýòîì ñëó÷àå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ìû ïîëó÷èì ÏßÒÜ (!) ôà-
çîâûõ êðèâûõ (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïðèòÿãèâàþùåé
ñèëîé ïðè E = 0 áûëà ëèøü îäíà ôàçîâàÿ êðèâàÿ � òî÷êà). Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî çà
îñîáûå êðèâûå. Ïðåæäå âñåãî, ýòî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ (íåóñòîé÷èâîãî) u = 0, u′ = 0.
Äàëåå, óðàâíåíèå

(u′)2

2
− ω2u2

2
= 0

èìååò äâà ðåøåíèÿ â âèäå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ:

u′ = ωu, è u′ = −ωu.
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Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò îñöèëëÿòîðà ñ îòòàëêèâàþùåé ñèëîé (ω = 0.5).

Íî ôàçîâûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (7) ïðè E = 0 � ýòî ÷åòûðå ëó÷à, ëåæàùèå íà ýòèõ
ïðÿìûõ è âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò � âûðîæäåí-
íàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ � òî÷êà � íå ïðèíàäëåæèò ýòèì ÷åòûðåì îñîáûì ôàçîâûì
êðèâûì. Ñòðåëêè íà êðèâûõ ëåãêî ðàññòàâèòü, ïîëüçóÿñü ðàññìîòðåíèÿìè, ïðî-
âåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. ×åòûðå îñîáûõ ôàçîâûõ êðèâûõ, ëåæàùèå íà
ëó÷àõ, îòäåëÿþò âîçâðàòíûå äâèæåíèÿ òî÷êè, èìåþùèå ìàêñèìàëüíîå èëè ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû, îò äâèæåíèé íåîãðàíè÷åííûõ. Êðèâûå, îòäåëÿþùèå
îäèí âèä äâèæåíèé îò äðóãîãî, íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè.
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1.3 Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðåçîíàíñ. Ìàëûå çíàìåíàòåëè

Óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

u′′ + ω2u = f(t). (9)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò íåêîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó. Ýíåðãèÿ â òàêîé ñèñòåìå
íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîýòîìó àíàëèç, ïîäîáíûé ïðîâåäåííîìó âûøå, çäåñü ñäåëàòü íå
óäàåòñÿ. Îäíàêî, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ õîðîøî èçâåñòåí èç êóðñà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) ïðåäñòàâèìà â âèäå
ñóììû ðÿäà:

f(t) =
∑
λn

(
φn cos(λnt) + ψn sin(λnt)

)
.

Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

u(t) = uR(t) +
∑

λn 6=ω

(
φn

ω2 − λ2
n

cos(λnt) +
ψn

ω2 − λ2
n

sin(λnt)
)
, (10)

ãäå

uR(t) = t

(
− ψn

2ω
cos(ωt) +

φn

2ω
sin(ωt)

)
,

åñëè ñóùåñòâóåò λk = ω è uR ≡ 0, åñëè íåò çíà÷åíèÿ λk, ñîâïàäàþùåãî ñ ω. Ñëàãà-
åìîå uR îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) â âèäå ñóììû êðî-
åòñÿ â òîì, ÷òî ðÿä ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ èç-çà íàëè÷èÿ ìàëûõ çíàìå-
íàòåëåé ω2 − λ2

n. Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå ÿâëåíèå ìàëûõ çíàìåíàòåëåé â òåîðèè
êîëåáàíèé.Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn,
òàêàÿ, ÷òî ïðè n → ∞ λ2

n − ω2 = n−3, à êîýôôèöèåíòû φn ïðè n → ∞ òàêîâû,
÷òî limn→∞

φn

n2 = 1. Êîíå÷íî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñóùåñòâóåò, îäíàêî, åãî ïîâå-
äåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè îòëè÷àåòñÿ è îò ëèíåéíîãî ðîñòà, êîòîðûé
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè, è îò îãðàíè÷åííûõ
ðåøåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ, åñëè âñå çíàìåíàòåëè â ïðåäñòàâëåíèè (10) îòäåëåíû îò
íóëÿ èëè èõ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(t).

Çàäà÷à 1. Èññëåäîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

u′′ + u =
∞∑

n=1

1
n2

cos
(

(1− 1
n3

)t
)
.

Óêàçàòü àñèìïòîòèêó àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè.

1.4 Ëèòåðàòóðà

Â ðàçäåë ëèòåðàòóðû ê ýòîé ëåêöèè ìîæíî âêëþ÷èòü ëþáîé ó÷åáíèê ïî îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ.

1. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
2. Ôåäîðþê Ì.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
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2 ÓðàâíåíèåØòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì êîýô-
ôèöèåíòîì

Â ýòîé ëåêöèè èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïå-
ðèîäè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì. Ïîêàçàíî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî èç-
ëîæåíèÿ ÿâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíû
äàííûå ìîíîäðîìèè äëÿ ñòóïåí÷àòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà.

2.1 Ñâîéñòâà óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Çäåñü ìû áóäåì èçó÷àòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòîì, çàâèñÿùèì
îò âðåìåíè:

u′′ + (ω2 + q(t))u = 0. (11)

Ýòî óðàâíåíèå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåìØòóðìà-Ëèóâèëëÿ èëè îäíîìåðíûì
óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà. Îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå îò òå-
îðèè ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö äî âîïðîñîâ òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì èçó÷àòü óðàâíåíèå (11) ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé q(t).
Îáîçíà÷èì ïåðèîä ôóíêöèè q(t) ÷åðåç 2T . Ïóñòü φ(t, t0, ω) è φ̄(t, t0, ω) � ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèåñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(çäåñü ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå):(

φ(t0, t0, ω) φ̄(t0, t0, ω)
φ′(t0, t0, ω) φ̄′(t0, t0, ω)

)
=

(
1 1
iω −iω

)
.

Ôóíêöèè φ è φ̄ îïðåäåëÿþò ñòîëáåö ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ Φ(t, t0, ω). Ïîýòîìó
â òî÷êå t+2T ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå â òî÷êå t:

Φ(t+ 2T, t0, ω) = Φ(t, t0, ω)T̂ (t0, ω). (12)

Ìàòðèöà

T̂ (t0, ω) =

(
a b̄
b ā

)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Íèæå ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ýëå-
ìåíòû ýòîé ìàòðèöû. Âðîíñêèàí äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11) ïîñòîÿíåí. Ïîýòîìó
âðîíñêèàí ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé Φ:

W (Φ) = φφ̄′ − φ̄φ′ = −2iω.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âðîíñêèàíîâ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé â ôîðìóëå ñâÿçè (12) ïîëó-
÷èì:

|a|2 − |b|2 = 1.
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2.2 Ôóíêöèÿ Áëîõà è ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11). Ñ îäíîé ñòîðîíû ïîíÿòíî,
÷òî ïåðèîä èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà � 2T ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðåøåíèå, è âîç-
íèêàåò æåëàíèå íàéòè õîòü îäíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì êðàòíûì 2T . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñ÷èòàòü ôóíêöèþ q(t) ìàëîé ïî âåëè÷èíå, òîãäà âûÿñíÿåòñÿ,
÷òî åñëè è åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òî åãî ïåðèîä, êàê â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, äîëæåí áûòü áëèçîê ê 2π/ω.

Çäåñü ìû ïîñòðîèì ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) � it ôóíöèþ Áëîõà).
Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ψ(t0, t0, ω) = 1, ψ(t+ 2T, t0, ω) = λψ(t, t0, ω). (13)

Ðåøåíèå ýòî áóäåì èñêàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåøåíèé èç ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìû, ââåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:

ψ = Cφ+Dφ̄.

Ñîîòíîøåíèå (13) â òî÷êå t0 + 2T äàåò:

C(aφ+ bφ̄) +D(b̄φ+ āφ̄) = λ(Cφ+Dφ̄).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèÿõ φ è φ̄. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(a− λ)C + b̄D = 0,
bC + (ā− λ)D = 0.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû åå îïðåäåëèòåëü ðàâíÿëñÿ íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ ïîñòî-
ÿííîé λ:

(a− λ)(ā− λ)− |b|2 = 0,

èëè
λ2 − (a+ ā)λ+ |a|2 − |b|2 = 0,

èëè
λ2 − 2aRλ+ 1 = 0,

ãäå aR � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííîé a. Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ.

λ12 = aR ±
√
a2

R − 1.

Âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè |aR| ≥ 1. Ïðè÷åì, åñëè
aR = ±1, òîãäà λ = ±1 è ôóíêöèÿ Áëîõà ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè àíòèïåðèîäè÷åñêàÿ.
Åñëè |aR| > 1, òîãäà îäíî èç çíà÷åíèé |λ| > 1 è ôóíêöèÿ Áëîõà íå îãðàíè÷åíà íà
îñè t. Çíà÷åíèÿì |aR| < 1 ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ λ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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Ðèñ. 3: Ôóíêöèÿ q(t), (T = 1, ε = 1).

âûÿñíèòü, êàê âåäåò ñåáÿ ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Áëîõà, âû÷èñëèì |λ|. ×èñëà λ1 è λ2 �
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå. Ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé:

λ1λ2 = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |λ1| = |λ2| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Áëîõà â ýòîì ñëó÷àå
îãðàíè÷åíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, åñëè |aR| > 1, òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñòóùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. ßâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðè-
îäè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿ êîýôôèöèåíòîì â ìåõàíèêå íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì
ðåçîíàíñîì.

2.3 Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî â ÿâíîì
âèäå ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé è ôóíêöèþ Áëîõà, ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå (11):

u′′ + (ω2
q (t))u = 0,

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé q(t) âèäà (ñì. ðèñ.1):

q(t) = 0, ïðè 0 < t ≤ T ; q(t) = −ε ïðèT < t ≤ 2T.

Ïîñòðîèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (φ, φ̄) òàêóþ, ÷òî:

φ(t0, t0, ω) = 1, φ′(t0, t0, ω) = iω.

Äëÿ ìåíüøåé ãðîìîçäêîñòè â âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0 è îïóñòèì
çàâèñèìîñòü φ îò t0. Òîãäà ïðè 0 < t ≤ T ïîëó÷èì:

φ(t, ω) = exp(iωt),

ïðè T < t ≤ 2T äëÿ ïîñòðîåíèÿ φ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

φ|t=T = exp(iωT ), φ′|t=T = iω exp(iωT ).
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Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

u′′ + (ω2 − ε)u = 0

èìååò âèä:

φ(t, ω) = A exp(i
√
ω2 − ε(t− T )) +B exp(−i

√
ω2 − ε(t− T )).

Ïîñòîÿííûå A è B îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

exp(iωT ) = A+B, iω exp(iωT ) = iA
√
ω2 − ε− iB

√
ω2 − ε,

èëè

=
1
2

exp(iωT )
(

1 +
ω√
ω2 − ε

)
, B =

1
2

exp(iωT )
(

1− ω√
ω2 − ε

)
.

Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé
a, b � ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû:

φ(2T, ω) = aφ(0, ω) + bφ̄(0, ω)
φ′(2T, ω) = aφ′(0, ω)− bφ̄′(0, ω),

èëè

A exp(iT
√
ω2 − ε) +B exp(−iT

√
ω2 − ε) = a+ b,

iA
√
ω2 − ε exp(iT

√
ω2 − ε)− iB

√
ω2 − ε exp(−iT

√
ω2 − ε) = iaω − ibω.

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

a =
1
2

[
A exp(iT

√
ω2 − ε)(1 +

√
ω2 − ε

ω
) +

B exp(−iT
√
ω2 − ε)(1−

√
ω2 − ε

ω
)
]
,

b =
1
2

[
A exp(iT

√
ω2 − ε)(1−

√
ω2 − ε

ω
) +

B exp(−iT
√
ω2 − ε)(1 +

√
ω2 − ε

ω
)
]
.

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà a âûðàæåíèÿ äëÿ A è B, ïîëó÷èì:

a =
exp(iT (ω +

√
ω2 − ε))

4

(
1 +

ω√
ω2 − ε

)(
1 +

√
ω2 − ε

ω

)
+

+
exp(iT (ω −

√
ω2 − ε))

4

(
1− ω√

ω2 − ε

)(
1−

√
ω2 − ε

ω

)
.
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Ïîñëå óìíîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì:

a = exp(iωT )
(

cos(T
√
ω2 − ε) +

2ω2 − ε

2ω
√
ω2 − ε

i sin(T
√
ω2 − ε)

)
.

Âûðàæåíèå äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè:

<(a) = cos(Tω) cos(T
√
ω2 − ε)− 2ω2 − ε

2ω
√
ω2 − ε

sin(ωT ) sin(T
√
ω2 − ε).

Çàäà÷à 2.Ïîêàçàòü çîíû íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó
âîçìóùåíèþ íà ãðàôèêå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòîé ω è ïàðàìåòðîì ε.

2.4 Ëèòåðàòóðà

Âîïðîñ î ñâîéñòâàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îáû÷-
íî èçëàãàåòñÿ â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

1. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
2. Ôåäîðþê Ì.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Èçëîæåíèå â ïåðâûõ äâóõ ïóíêòàõ ýòîãî ðàçäåëà ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò
3. Àáëîâèòö Ì., Ñåãóð Õ.. Ñîëèòîíû è ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è.
Ïðèìåð áëèçîê ê ïðèìåðó ðàçîáðàííîìó â êíèãå
4. Àðíîëüä Â.È.. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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3 Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Çäåñü ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Âûïèñûâàåò-
ñÿ ðåøåíèå â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìàÿòíèêà
âáëèçè ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è íà ñåïàðàòðèñå.

3.1 Âûâîä óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññû m, ïîäâåøåííóþ ê íåêîòîðîé òî÷êå íà
íåâåñîìîì ñòåðæíå äëèíû l. Ïóñòü ñòåðæåíü îòêëîíåí íà óãîë φ îò âåðòèêàëüíî-
ãî ïîëîæåíèÿ. Íàïèøåì óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ ýòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ
ýòîãî ñïðîåêòèðóåì âñå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, íà íàïðàâëå-
íèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñòåðæíþ. Ñèëà íàòÿæåíèÿ ñàìîãî ñòåðæíÿ äàåò íîëü, îñòà-
åòñÿ ñèëà èíåðöèè � åå ïðîåêöèÿ ðàâíà mlφ′′ è ñèëà òÿæåñòè � ðàâíàÿ mg sin(φ). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

φ′′ + ω2 sin(φ) = 0,

ãäå ω2 = g/l.
Â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò êîýôôèöèåíòà ω2 c ïîìîùüþ çàìåíû

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t → t/ω. Ôîðìàëüíî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ íàçûâàòü äðóãîé áóêâîé, îäíàêî, çäåñü åå áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç t.
Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â
âèäå:

φ′′ + sin(φ) = 0. (14)

3.2 Ôàçîâûå òðàåêòîðèè

Ëåãêî íàéòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ: φ = 2πk è φ = π(2k + 1),
ãäå k ∈ Z. Êîíå÷íî, åñëè îáðàòèòüñÿ îò óðàâíåíèÿ îáðàòíî ê ìàÿòíèêó, òî îêàæåòñÿ,
÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñâóþò âñåãî äâóì åãî ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ: φ = 0 �
íèæíÿÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ è φ = π � âåðõíÿÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

Êðîìå ðàâíîâåñíûõ èìåþòñÿ åùå è ïåðèîäè÷åñêèå, è âðàùàþùèåñÿ òðàåòîðèè
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî óðàâíåíèå (31) � àâòîíîìíîå.

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà φ′ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì1:

1
2
(φ′)2 − cos(φ) = E. (15)

Çäåñü E� ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, à ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ � ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, è ôîðìóëà (15) åñòü ïðîñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

1Çäåñü ïåðåõîä îò (31) ê (15) ñäåëàí ôîðìàëüíî. Îáñóæäåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà è, ïîëó÷åííîãî ïîñëå ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñì.
â ï.1.1.2.
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Ðèñ. 4: Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Ôîðìóëà (15) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31) â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå (φ, φ′). Çäåñü íàäî çàìåòèòü, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàÿòíèêó, � ïîâåðõíîñòü êðó-
ãîâîãî öèëèíäðà. Âåäü êîîðäèíàòà φ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî îò 0 äî 2π. Îäíàêî,
ìû "çàáóäåì"ïðî ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óðàâíåíèÿ (31) è áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü âñþ ôàçîâóþ ïëîñêîñòü, à íå òîëüêî ïîëîñó φ ∈ [0, 2π], ñêëååííóþ ïî ïðÿìûì
φ = 0 è φ = 2π.

Ðàçíûì ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì óðàâíåíèÿ (31) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ
ïîñòîÿííîé E. Âûÿñíèì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ïîñòîÿííàÿ E. Âî-
ïåðâûõ, åñëè ìû èññëåäóåì òîëüêî âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31), òîãäà
2E + 2 cos(φ) ≥ 0, òî åñòü E ≥ −1. Çíà÷åíèå E = −1 ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì
ðåøåíèÿì φ ≡ 2πk, k ∈ Z. Âî-âòîðûõ, ïðè E > 1 ñêîðîñòü � φ′ íèêîãäà íå îáðàùà-
åòñÿ â íóëü. Òî åñòü, E > 1 ñîîòâåòñâóåò âðàùàþùèìñÿ ðåøåíèÿì. Åñëè E > −1
è E < 1, òîãäà óðàâíåíèå (15) îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ. Êðàéíèå
çíà÷åíèÿ φ äîñòèãàþòñÿ ïðè φ′ = 0 è ðàâíû φ± = ±1

2 arccos(−E)+2πk. Ìàêñèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ φ = 2πk è ðàâíû ±
√

2E. Çíà÷åíèþ
E = 1 ñîîòâåòñòâóþò äâà òèïà òðàåêòîðèé, ýòî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ φ = π(2k + 1)
è ñåïàðàòðèñû, îòäåëÿþùå êîëåáàòåëüíûå îò âðàùàòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(31).
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3.3 ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ è ïåðèîä êîëåáàíèé

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
êîýôôèöèåíòàìè (15):

t+ t0 =
∫ φ

φ−

ds√
2E + 2 cos(s)

, (16)

çäåñü t0 �ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòà ôîðìóëà âåðíà ïðè èçìåíåíèè φ îò φ−
äî φ+. Ïðè äâèæåíèè ìàÿòíèêà â îáðàòíóþ ñòîðîíó ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ èìååò
äðóãîé âèä:

t+ t1 =
∫ φ+

φ

ds

−
√

2E + 2 cos(s)
, (17)

ãäå t1 = t0 + T/2. ×åðåç îáîçíà÷àåí ïåðèîä êîëåáàíèé.
Ôîðìóëû (16) è (17) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìàÿòíèêà:

T =
∫ φ+

φ−

ds√
2E + 2 cos(s)

−
∫ φ+

φ−

ds

−
√

2E + 2 cos(s)
,

èëè

T =
√

2
∫ φ+

φ−

ds√
E + cos(s)

.

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (16) è (17) òàê, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò çàâèñèìîñòè ïðå-
äåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îò E. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì: cosφ0 = −E, òîãäà ïîäêîðåííîå
âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàçíîñòü: cos(s)−cos(φ0). Äàëåå âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé: cos(α) = 1 − 2 sin2(α/2). Â ðåçóëüòàòå
èç (16) ïîëó÷èì:

t+ t0 =
∫ φ

−φ0

ds

2
√

sin2(φ0/2)− sin2(s/2)
.

Òåïåðü ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû íèæíèé ïðåäåë èí-
òåãðèðîâàíèÿ áûë ðàâåí −π/2:

sin(u) =
sin(s/2)
sin(φ0/2)

,

çäåñü u � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåðõíèé ïðåäåë áóäåò ðàâåí

U(φ) = arcsin
(

sin(φ/2)
sin(φ0/2)

)
.

Ïðè òàêîé çàìåíå äèôôåðåíöèàë íîâîé ïåðåìåííîé îïðåäåëèòñÿ èç ôîðìóë:

cos(s/2)ds
2 sin(φ0/2)

= cos(u)du,

çäåñü óäîáíà çàìåíà:

cos(s/2) =
√

1− sin2(φ/2) sin2(u).
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Òîãäà:

ds√
sin2(φ0/2)− sin2(s/2)

=

2 sin(φ0/2) cos(u)du√
1− sin2(φ/2) sin2(u)

1√
sin2(φ0/2)− sin2(φ0/2) sin2(u)

=

2du√
1− sin2(φ0/2) sin2(u)

.

Îêîí÷àòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

t+ t0 =
∫ U(φ)

−π/2

du√
1− sin2(φ0/2) sin2(u)

. (18)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíÿòü âåðõíèé ïðåäåë
èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíî π/2. Ôîðìóëà (18) óäîáíà äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ðåøå-
íèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì, ÷òî åñëè E 6= 1, òîãäà çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
çàâèñèò îò ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, � îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé
φ0:

t+ t0 =
∫ π/2

−π/2

du√
1− sin2(φ0/2) sin2(u)

. (19)

Èíòåãðàë â ôîðìóëå äëÿ ïåðèîäà èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå è îáîçíà÷åíèå:

K(k) =
∫ π/2

0

du√
1− k2 sin2(u)

.

K(k) � ýòî ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
Çàìå÷àíèå. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê

t =
∫ η

0

du√
1 + k2 sin2(u)

íàçûâàåòñÿ ñèíóñ àìïëèòóäû (ñèíóñ ßêîáè): η(t, k) = sn(t|k).

3.4 Êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû

Êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû, êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ôàçîâîãî ïîðòðåòà, ïðîèñ-
õîäÿò ïðè çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ÷óòü áîëüøèõ ÷åì −1. Îáîçíà÷èì: E = −1 + 2ε2. Â
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ýòîì ñëó÷àå èç −E = 1− 2 sin(φ0/2) ñëåäóåò, ÷òî sin(φ0/2) = ε. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16) ïðèìåò âèä:

t+ t0 =
∫ U(φ)

−π/2

du√
1− ε2 sin2(u)

. (20)

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà è ïî÷ëåííî ïðîèíòå-
ãðèðóåì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

t+ t0 = U(φ) + π/2 + ε2Q(φ, ε),

ãäå

U(φ) = arcsin
(

sin(φ/2)
ε

)
;

Q(φ, ε) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

sin(φ(t, ε)/2) = ε sin(t+ t∗ + ε2Q(φ, ε)).

åñëè àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàëà, òîãäà, ïðåäñòàâèâ ñèíóñ â ëåâîé ÷àñòè ïî ôîð-
ìóëå Òåéëîðà , ïîëó÷èì:

φ+ 2πk = 2ε sin(t+ t∗ + ε2Q(φ, ε)) + ε3R(φ, ε).

Ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà áëèçêè ê ãàðìîíè÷åñêèì.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ïåðèîäà (19) ëåãêî ïîëó÷èòü è çàâèñèìîñòü

ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé îò èõ àìïëèòóäû:

T = 2
∫ π/2

−π/2
du(1 +

ε2

2
sin2(u) + . . .) = 2π + ε2/2 + . . . .

3.5 Ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå

Îñîáûå � ñåïàðàòðèñíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè E = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë â ôîðìóëå (16) âûðîæäàåòñÿ è åãî ìîæíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (16), åñëè
E = 1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: 1 + cos(s) = 2 cos2(s/2), òîãäà:

t+ t0 =
1√
2

∫ φ

−φ0

ds√
2 cos(s/2)

,

ïðîèíòåãðèðîâàâ òàáëè÷íûé èíòåãðàë:

t+ t0 =
∫ φ

−φ0

ds

2 cos(s/2)
= ln

∣∣∣∣ tan
(
s

4
+
π

4

)∣∣∣∣∣∣∣∣φ0

−φ0
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ïîëó÷èì

t+ t∗ = ln
(

tan
(
φ

4
+
π

4

))
.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó:

φ(t) = 4 arctan(exp(t+ t∗))− 2π. (21)

Âòîðîå ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè òå æå ìàíèïóëÿöèè ïðîèçâåñòè ñ
ôîðìóëîé (17). Îíî èìååò òîò æå âèä, ëèøü ìåíÿåòñÿ çíàê ïåðåä t â ýêñïîíåíòå.

Ýòî ðåøåíèå íåïåðèîäè÷åñêîå è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ìèíèìàëü-
íîìó èëè ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, âïðî÷åì, íèêîãäà åãî íå äîñòèãàÿ.

Çàäà÷à 3. Íàïèñàòü íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà â ðàçëîæåíèèK(k) â îêðåñò-
íîñòè k = 1.

3.6 Ëèòåðàòóðà

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ýòîé ëåêöèè îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíèì ó÷åáíèêîì:
1. Ôåäîðþê Ì.Â.. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
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4 Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Çäåñü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè ââîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé ñèíóñ àìïëèòóäû, êîñèíóñ àìïëèòó-
äû è äåëüòà àìïëèòóäû êàê ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Èçëîæåíèå íå
êàñàåòñÿ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé è, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èÿ ó òàêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðèîäîâ.

4.1 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è ôóíêöèÿ ñè-

íóñ àìïëèòóäû

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

t+ t0 =
1
2

∫ φ

φ0

ds√
sin2(φ0/2)− sin2(s/2)

.

Ýòó ôîðìóëó îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü, êîãäà â ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ïîä çíàêîì êîðíÿ âìåñòî ñèíóñà åñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ïåðåõîäà ê òàêîé çàïèñè ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó:

ku = sin(s/2) k = sin(φ0/2).

Òîãäà

kdu =
cos(s/2)

2
ds, èëè ds =

2kdu√
1− k2u2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
èíòåãðàë âèäà:

t =
∫ sin(φ/2)

k

0

du√
(1− u2)(1− k2u2)

. (22)

Òåïåðü óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ, îáðàòíóþ èíòåãðàëó êàê íîâóþ ñïåöè-
àëüíóþ ôóíêöèþ.

u = sn(t|k), ãäå sin(φ/2) = u sin(φ0/2).

Ýòà íîâàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèíóñ àìïëèòóäû èëè ñèíóñ ßêîáè.

4.2 Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè â àíàëèçå îáû÷íî ââîäÿòñÿ ëèáî êàê ìåðîìîðôíûå äâîÿ-
êîïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ëèáî, êàê îáðàòíûå ôóíêöèè
ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ßêîáè ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (22) ïî t, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäû
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

y′ =
√

(1− k2y2)(1− y2).

Îáîçíà÷èì: cn2(t|k) = 1−sn2(t|k), dn2 = 1−k2sn2(t|k). Ôóíêöèÿ cn(t|k) íàçûâàåòñÿ
êîñèíóñ àìïëèòóäû èëè êîñèíóñ ßêîáè, à dn(t|k) � äåëüòà àìïëèòóäû. Âûâåäåì
ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé.

2cn′(t|k)cn(t|k) = −2sn(t|k)
√

(1− sn2(t|k))(1− k2sn2(t|k)),

2dn′(t|k)dn(t|k) = −2k2sn(t|k)
√

(1− sn2(t|k))(1− k2sn2(t|k)).

Èëè
sn′(t|k) = cn(t|k)dn(t|k),

cn′(t|k) = −sn(t|k)dn(t|k),

dn′(t|k) = −k2sn(t|k)cn(t|k).

Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà ôóíêöèé sn(t|k), cn(t|k), dn(t|k) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé:

y′1 = y2y3, y′2 = −y1y3, y′3 = −k2y1y2, (23)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ëåãêî ïîëó÷àþùèìèñÿ èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
sn(t|k):

y1|u=0 = 0, y2|u=0 = 1, y3|u=0 = 1. (24)

Åñëè îòâëå÷üñÿ îò èñòîêîâ ïîÿâëåíèÿ ôóíêöèè sn(t|k) � êàê îáðàùåíèÿ èíòå-
ãðàëà (22), òî ìîæíî ââîäèòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(23), (24). Îäèí ïåðâûé èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå
óìíîæèòü íà 2y1, âòîðîå � íà 2y2 è ñëîæèòü îáà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿ.

2y1y
′
1 + 2y2y

′
2 = (y2

1 + y2
2)
′ = 0.

Åùå îäèí èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà 2k2y1, òðåòüå
� íà 2y3 è ñëîæèòü èõ:

2k2y′1y1 + 2k2y′3y3 = (k2y2
1 + y2

3)
′ = 0.

Â ðåçóëüòàòå äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà:

y2
1 + y2

2 = c1, k2y2
1 + y2

3 = c2.

Ïîñòîÿííûå c1 è c2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (24). Ýòî ïðèâîäèò ê òîæ-
äåñòâàì:

sn2(t|k) + cn2(t|k) = 1, k2sn2(t|k) + dn2(t|k) = 1. (25)
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4.3 Ñâîéñòâà Ôóíêöèé ßêîáè

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ââåäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4.3.1 Îáëàñòü çíà÷åíèé

Îáëàñòü çíà÷åíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè ëåãêî âûÿñíèòü èç òîæäåñòâ (25):

−1 ≤ sn(t|k) ≤ 1, −1 ≤ cn(t|k) ≤ 1,
√

1− k2 ≤ dn(t|k) ≤ 1.

4.3.2 Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè êàê âåùåñòâåííûå ôóíêöèè âåùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ çíà÷åíèÿìè k ∈ [0, 1].
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k > 1 ïðèâîäÿò ê êîìïëåêñíûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (23). Ýòî
ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (25).

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè óòâåðæäàåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è (23), (24) ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå −δ < t < δ. Îäíàêî, ôóíêöèè îãðàíè÷åíû âî
âñåé îáëàñòè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (23) ñëåäóåò, ÷òî èõ ïðîèç-
âîäíûå òàêæå îãðàíè÷åíû è äèôôåðåíöèðóåìû. ïîýòîìó íà ïîäîáíûå èíòåðâàëû
ìîæíî ðàçáèòü âñþ âåùåñòâåííóþ îñü è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ïðè −∞ < t <∞.

4.3.3 Ñâîéñòâà ÷åòíîñòè

Âûÿñíèì êàê ìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (23) ïðè çàìåíå çíàêà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé:
zj(t) = yj(−t). Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ zj èìååò ïî÷òè òîò æå âèä, ÷òî è (23).
Òîëüêî çíàêè ïðàâûõ ÷àñòåé çàìåíåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Íà÷àëüíûå äàííûå
äëÿ ôóíêöèé zj îñòàíóòñÿ òåìè æå, ÷òî è äëÿ yj . Òîãäà ôóíêöèè zj ëåãêî âûðàçèòü
÷åðåç yj :

z1(t) = −y1(−t), z2(t) = y2(−t) z3(t) = y3(−t).
Òàêèì îáðàçîì:

sn(−t) = −sn(t), cn(−t) = cn(t) dn(−t) = dn(t).

4.3.4 Ìîíîòîííîñòü

Îáëàñòè ìîíîòîííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (23) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâîäíîé.
Ïðè t = 0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèé sn(t) ðàâíà åäèíèöå. Òî åñòü, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò
è

y′1 =
√

(1− y2
1)(1− k2y2

1).

Ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãíåò ñâîåãî ìàêñèìóìà sn(K(k)|k) =
1. Çíà÷åíèå K(k) îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëà:

K(k) =
∫ 1

0
dx
√

(1− x2)(1− k2x2).
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Ïðè ýòîì cn(K(k)|k) = 0, dn(K(k)|k) =
√

1− k2.

4.3.5 Ñäâèã

Çäåñü ïðèâåäåì âûâîä ôîðìóëû äëÿ sn(t+ v), ýòîò ìåòîä ïðèíàäëåæèò Ýéëåðó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t è v èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òî t+ v = α = const, òî åñòü,

dv

dt
= −1.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì s1 = sn(t), s2 = sn(v), òîãäà

2s′2s
′′
1 = −(1 + k2)2s1s′1 + 4k2s31s

′
1, 2s′2s

′′
2 = −(1 + k2)2s2s′2 + 4k2s32s

′
2

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t. Îòñþäà è èç âûðàæåíèé äëÿ êâàä-
ðàòîâ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

(s′1)
2 = (1− s21)(1− k2s21), (s′2)

2 = (1− s22)(1− k2s22),

ïîëó÷èì:
s′′1s2 − s′′2s1

(s′1)2s
2
2 − (s′2)2s

2
1

=
2k2s1s2(s21 − s22)

(s22 − s21)(1− k2s21s
2
1)
.

Òîãäà

(s′1s2 − s′2s1)
−1 d

du
(s′1s2 − s′2s1)(1− k2s21s

2
2)
−1 d

du
(1− k2s21s

2
2).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì
s′1s2 − s′2s1
1− k2s21s

2
2

= C.

Òàêèì îáðàçîì:
cn(t)dn(t)sn(v) + cn(v)dn(v)sn(t)

1− k2sn2(t)sn2(v)
= C.

Òî åñòü, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ôóíêöèÿ îò α: f(t + v) = f(α). Ïîëîæèâ
v = 0, ïîëó÷èì, ÷òî f(t) = sn(t).

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíà ôîðìóëà ñëîæåíèÿ:

sn(t+ v) =
cn(t)dn(t)sn(v) + cn(v)dn(v)sn(t)

1− k2sn2(t)sn2(v)
, (26)

4.3.6 Ïåðèîäè÷íîñòü

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ßêîáè ïðè ñäâèãå íà K(k) âîñïîëüçóåìñÿ ïî-
ëó÷åííîé ôîðìóëîé (26):

sn(t+K) =
cn(t)
dn(t)

. (27)
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Òîãäà

cn2(t+ k) = 1− cn2(t)
dn2(t)

=
dn2(t)− cn2(t)

dn2(t)
=

1− k2sn2(t)− cn2(t)
dn2(t)

.

èëè

cn2(t+ k) = (1− k2)
sn2(t)
dn2(t)

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

cn(t+K) = −
√

1− k2
sn(t)
dn(t)

. (28)

Çíàê ìèíóñ ïðè âû÷èñëåíèè êîðíÿ âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.
ÏðèK < t < 2K sn(t) > 0 è óáûâàåò, à ôóíêöèÿ cn(t) ìåíüøå íóëÿ è òàêæå óáûâàåò.
Òî åñòü, ôóíêöèÿ cn(t) èìååò ðàçíûå çíàêè ïðè 0 < t < K è k < t < 2K.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

dn(t+K) =
√

1− k2

dn(t)
. (29)

Ôîðìóëû (27) � (29) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì äëÿ ñäâèãà íà 2K:

sn(t+ 2K) =
cn(t+K)
dn(t+K)

= −sn(t),

cn(t+ 2K) = −
√

1− k2
sn(t+ k)
dn(t+K)

= −cn(t+K),

dn(t+ 2K) =
√

1− k2

dn(t+ k)
= dn(t).

Òîãäà:
sn(t+ 4K) = sn(t), cn(t+ 4K) = cn(t).

Ôóíêöèè sn(t) è cn(t) � ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 4K, ôóíêöèÿ dn(t) � ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2K.

4.4 Ëèòåðàòóðà

Èçëîæåíèå â ïóíêòàõ 1 è 2 âî ìíîãîì ñëåäóåò ó÷åáíèêó
Ì.Â. Ôåäîðþê. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé èçëîæåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ êíèãîé
Ý.Ò. Óèòòåêåð. Äæ.Í. Âàòñîí. Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. ò.2
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Ðèñ. 5: Ôóíêöèÿ sn(t|k) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ k.
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5 Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ßêîáè

Çäåñü èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè sn(t|k) â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïåðåìåííîé t è
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k = 0 è k = 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò êàê îò àðãóìåíòà, òàê è îò ïàðàìåòðà k, èõ ìîæíî ðàç-
ëîæèòü â ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû ïî ýòèì ïàðàìåòðàì. Ïåðâûå íåñêîëüêî
÷ëåíîâ òàêèõ ðÿäîâ è áóäóò âûïèñàíû íèæå.

5.1 Ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ àðãóìåíòà

Ïóñòü çíà÷åíèå t äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà sn(t|k) ìîæíî èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî
ñòåïåíÿì t.

sn(t|k) = f1(k)t+ f2(k)t2 + f3(k)t3 + . . . .

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè sn(t|k):

(y′)2 = (1− y2)(1− k2y2).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

(f1(k) + 2f2(k)t+ 3f3(k)t2 + . . .)2 =
(1− (f1(k)t+ f2(k)t2 + f3(k)t3 + . . .)2)×
(1− k2(f(k)t+ f2(k)t2 + f3(k)t3 + . . .)2).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t. Òîãäà:

f2
1 (k) ≡ 1 4f1(k)f2(k) ≡ 0, 6f1(k)f3(k) + 4f2(k) = −f2

1 (k)− k2f1(k).

Îêîí÷àòåëüíî, ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà:

sn(t|k) = t− 1
6
(1 + k2)t3 + . . . .

Âûðàæåíèå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ýòîãî ðÿäà íåèçâåñòíî.

5.2 Ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

Ïóñòü ïàðàìåòð k áëèçîê ê íóëþ, òîãäà ôóíêöèÿ sn(t|k) áëèçêà ê òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîìó ñèíóñó. Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè èñêàòü ïðåäñòàâëåíèå sn(t|k) â âèäå:

sn(t|k) = φ0(t) + φ1(t)k + φ2(t)k2 + φ3(t)k3 + . . . .

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè sn(t|k).

(φ′0 + φ′1k + φ′2k
2 + φ3k

3 + . . .)2 = (1− (φ0 + φ1k + φ2k
2 + φ3k

3 + . . .)2)×
(1− k2(φ0 + φ1k + φ2k

2 + φ3k
3 + . . .)2).
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Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé φj :

(φ′0)
2 = 1− φ2

0, 2φ′1φ
′
0 = −2φ0φ1, 2φ′0φ

′
2 + (φ′1)

2 = −2φ0φ2 − φ2
0, . . . .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé φj :

φ0|t=0 = 1, φj |t=0 = 0, j = 1, 2, . . . .

Ðåøåíèÿ ýòîé ðåêóðåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

φ0 = sin(t), φ1 ≡ 0, φ2 = (−t cos(t) + sin(t) cos2(t))/2, . . . .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

sn(t|k) = sin(t) +
k2

2
(−t cos(t) + sin(t) cos2(t)) + . . . .

5.3 Ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè k = 1

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð k áëèçîê ê 1. Â ýòîì ñëó÷àå åãî óäîáíî âûðà-
çèòü ÷åðåç äîïîëíèòåëüíûé ìîäóëü k2 = 1 − (k′)2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñèíóñà
àìïëèòóäû îïÿòü áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà, íî óæå ïî ñòåïåíÿì äîïîëíèòåëüíîãî
ìîäóëÿ k′:

sn(t|k) = ψ0(t) + k′ψ1(t) + (k′)2ψ2(t) + . . . .

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ sn(t|k):

(ψ′0 + ψ′1k
′ + ψ′2(k

′)2 + . . .)2 = (1− (ψ0 + ψ1k
′ + ψ2(k′)2 + . . .)2)×

(1− (1− (k′)2)(ψ0 + ψ1k
′ + ψ2k

2 + . . .)2).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ k′. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ðåêóðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé.

(ψ′0)
2 = (1− ψ2

0)
2, 2ψ′1ψ

′
0 = −2ψ0ψ1,

2ψ′0ψ
′
2 + (ψ′1)

2 = −2ψ0ψ2(1− ψ2
0)− (2ψ0ψ2 − ψ2

0)(1− ψ2
0), . . . .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé ψj òàêèå æå, êàê è äëÿ ôóíêöèé φj â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå. Ðåøèâ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ òðåõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì:

sn(t|k) = th(t) +
1
2
(k′)2(sh(t)ch(t)− t)

1
ch2(t)

+ . . .

Çàäà÷à.Âûðàçèòü ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà):

(P ′)2 = 4P 3 − g2P − g1.

5.4 Ëèòåðàòóðà

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî îáðàòèòüñÿ, íàïðè-
ìåð, ê êíèãå Óèòòåêåðà è Âàòñîíà, èëè ê ó÷åáíèêó

Â.Â. Ïðàñîëîâ, Þ.Ï. Ñîëîâü¼â. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè.
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6 Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Çäåñü íàïîìèíàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû, íà÷èíàÿ ñ êëàññèôèêàöèè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ è çàêàí÷èâàÿ óñòîé-
÷èâîñòüþ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èññëåäîâà-
íèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèãî ìàÿòíèêà. Ïîêàçàíî,
÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íå ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, à ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

6.1 Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû îáû÷íî èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê
äâèæåíèå øàðèêà ïî ïîòåíöèàëüíîé êðèâîé. Ïðè òàêîì äâèæåíèè ó øàðèêà ìî-
æåò áûòü äâà òèïà ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé: ëèáî ðàâíîâåñèå íà âåðøèíå (ìàêñè-
ìóìå) êðèâîé, ëèáî ðàâíîâåñèå âî âïàäèíå. Êîíå÷íî, ïðè íåáîëüøîì îòêëîíåíèè
øàðèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà âåðøèíå (â òî÷êå ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé
êðèâîé) øàðèê ïîòåðÿåò ðàâíîâåñèå è ñêàòèòñÿ. Òàêîå ðàâíîâåñèå îáû÷íî íàçûâà-
þò íåóñòîé÷èâûì. Åñëè îòêëîíèòü øàðèê èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âî âïàäèíå,
òîãäà øàðèê áóäåò êîëåáàòüñÿ îêîëî òî÷êè ìèíèìóìà. Ïîýòîìó ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ â òî÷êå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óñòîé÷èâî. Ìèíèìóì, êîíå÷íî, íå
îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ãëîáàëüíûì, êîëåáàíèÿ âîçíèêíóò è îêîëî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà, åñëè íå ñëèøêîì ñèëüíî îòêëîíèòü øàðèê îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ.

Òàêèå ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê ìàòåìàòè÷åñêèì ôîðìóëè-
ðîâêàì îá óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

y′ = f(y). (30)

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y ≡ a íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó) ïîëîæåíèåì
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (30), åñëè, âî-ïåðâûõ,� ñóùåñòâóåò òàêîå δ0 > 0,
÷òî åñëè |y(0) − a| < δ0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (30) ñóùåñòâóåò ïðè 0 ≤ t < ∞;
âî-âòîðûõ, � äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè |y(0)−a| ≤ δ,
òîãäà |y(t)− a| ≤ ε ïðè 0 ≤ t <∞.

Òî åñòü, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
áåñêîíå÷íî äîëãî.

Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îêîëî óñòîé÷èâûõ ïî Ëÿïóíîâó òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ôàçî-
âûå òðàåêòîðèè � ýòî óçåë èëè öåíòð.

6.2 Óñòîé÷èâîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ

Ïðàêòè÷åñêè ïðè èññëåäîâàíèè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ
äîâîëüíî òðóäíî èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî èëè èíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî äëÿ âûÿñíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèõî-
äèòñÿ èññëåäîâàòü, âî-ïåðâûõ, � îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñ íåðàâíî-
âåñíûì íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì, âî-âòîðûõ, � äîêàçûâàòü áëèçîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ
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ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. ×àñòî òàêèå èññëåäîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ âåñüìà çàòðóäíè-
òåëüíûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåäü â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè ìîæíî íà÷àëüíîå
îòêëîíåíèå âçÿòü î÷åíü ìàëåíüêèì. Ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçóìíûì
èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, à ðåøåíèå ëèíå-
àðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (30) â âèäå:

y(t) = a+ x(t).

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x(t) ïðèìåò âèä:

x′ = f(a+ x(t)).

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îïÿòü íåëèíåéíà. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ f(a+x(t))
� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäñòàâèì åå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà â âèäå:

f(a+ x) = f(a) + f ′(a)x+O(x2).

Â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ f(a) = 0 ïðè ëèíåàðèçàöèè îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî êâàä-
ðàòè÷íûå ñëàãàåìûå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè è èõ ìîæíî îòáðîñèòü. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ x:

x′ = f ′(a)x

Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèåì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàðòðèöû f ′(a) = (∂xjf(a+ x)).

Òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f(y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y ≡ a. Åñëè âåùåñòâåííûå ÷àñòè
âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû f ′(a) îòðèöàòåëüíû, òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ a àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|x(t)− a| ≤ C exp(−αt)|x(0)− a|, 0 ≤ t ≤ ∞,

ãäå α > 0, C > 0 äëÿ âñåõ x(0), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê a.

6.3 Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì è îðáèòàëü-

íàÿ óñòîé÷èâîñòü

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷å-
ñêèé ìàÿòíèê.

φ′′ + sin(φ) = 0. (31)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà:

E =
(φ′)2

2
− cos(φ).
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èìååò âèä:

P = − cos(φ). (32)

Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì
−1 < E < 1.

Âûÿñíèì óñòîé÷èâî ëè ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äëÿ
ýòîãî íàðÿäó ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ E = E0 íàäî
ðàññìîòðåòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ äîñòàòî÷íî áëèçêîé
ýíåðãèåé E = E1.

Ãëÿäÿ íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè
ýíåðãèè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè òðàåêòîðèè íàõîäÿòñÿ áëèçêî äðóã ê äðóãó. Îäíàêî,
ïåðèîäû êîëåáàíèé ýòèõ ðåøåíèé ðàçëè÷íû (ïåðèîä êîëåáàíèé çàâèñèò îò ýíåðãèè
E):

T = 4
∫ π/2

0

dx√
1− k2 sin2(x)

, k = sin(φ0/2).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä ðåøåíèÿ T1 > T0, åñëè E1 > E0. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, òîãäà çà âðåìÿ
t = T0 òî÷êà, ëåæàùàÿ íà âíóòðåííåé òðàåêòîðèè, íåìíîãî îáãîíèò òî÷êó íà âíåø-
íåé òðàåêòîðèè. Äàëüøå òàê áóäåò ïðîèñõîäèòü íà êàæäîì âèòêå. È, íåñìîòðÿ íà
áëèçîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, äâà ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ìîãóò ðàçîéòèñü íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà åäèíèöû çà äîñòàòî÷íî áîëüøîå
âðåìÿ. Òî åñòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íå
ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó.

Òåì íå ìåíåå, ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óñòîé÷èâû îòíîñè-
òåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òàêàÿ óñòîé÷èâîñòü ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèé íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ.

6.4 Ëèíåàðèçîâàííîå â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìàÿòíèêà. Äëÿ âûâîäà ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà:

φ′′ + sin(φ) = 0

â âèäå:
φ̃ = φ(t, E) + εψ.

Çäåñü φ(t, E) � òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, εψ � âàðè-
àöèÿ èëè ìàëàÿ ïîïðàâêà ê ðåøåíèþ. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå φ̃ â óðàâíåíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî εψ, äëÿ ïåðâîãî
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ïîðÿäêà ïîëó÷èì:
ψ′′ + ψ cos(φ(t, E)) = 0. (33)

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì. Êàê èçâåñòíî, ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñòóùèì ïî âðå-
ìåíè èç-çà ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Òàêîå ðàñòóùåå ðåøåíèå êàê ðàç
îòâå÷àåò çà ïîñòåïåííîå îòñòàâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
ñ ìåíüøåé ïîëíîé ýíåðãèåé. Â ýòîì ïóíêòå áóäóò ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííîãî óðàâíåíèÿ � îäíî ïåðèîäè÷åñêîå, âòîðîå ðàñòóùåå ïî âðåìåíè.

Ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
ïî ïàðàìåòðàì, îò êîòîðûõ çàâèñèò ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ óðàâíå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ýòèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ è ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ E. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî E � ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ:

∂E(φ′′) + ∂E(sinφ) = 0,

èëè
(∂Eφ)′′ + (∂Eφ) cos(φ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èìåþò âèä:

ψ1(t, E) = ∂tφ(t, E), ψ2(t, E) = ∂Eφ(t, E).

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïåðâîãî èç ýòèõ ðåøåíèé:

ψ1 = ∂t(φ(t, E)) = ±
√

2E + 2 cos(φ(t, E)).

Çäåñü, êàê è â ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, âàæíî ïðàâèëüíî âûáðàòü çíàê
ïåðåä êîðíåì. Ïðè äâèæåíèè ìàÿòíèêà îò −φ0 = − arccos(E) äî φ0 áóäåì âûáèðàòü
çíàê ïëþñ, ïðè äâèæåíèè â äðóãóþ ñòîðîíó � çíàê ìèíóñ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì T = 4K(E), òî åñòü ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Èññëåäóåì ñâîéñòâà âòîðîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ∂E èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ φ:

∂E(t− t0) = ∂E

(∫ φ(t,E)

0

du

±
√

2E + 2 cos(u)
.

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

∂Eφ(t, E)
±
√

2E + 2 cos(φ(t, E))
+
∫ φ(t,E)

0

−du
±(2E + 2 cos(u))3/2

= 0.
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Çäåñü çíàêè ± ñîêðàùàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

ψ2 =
√

2E + 2 cos(φ(t, E))
∫ φ(t,E)

0

du

(2E + 2 cos(u))3/2
. (34)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä èíòåãðàëîì è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëü-
íû. Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, � ψ2 ≥ 0, âî-âòîðûõ, � èíòåãðàë ðàñòåò, è ïðè êàæäîì
èçìåíåíèè âðåìåíè íà ïåðèîä êîëåáàíèé ôóíêöèè φ ôóíêöèÿ ψ2 ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå:

ψ2(t+ T ) = Aψ1(t) + ψ2(t). (35)

Íà ïåðâûé âçãëÿä äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà, íà êîòîðûé âîçðàñòàåò ôóíê-
öèÿ ψ2 çà ïåðèîä êîëåáàíèé T , äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ôîðìóëå ψ2 çà
ïåðèîä T . Îäíàêî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà îò-
ðåçêå òàêîé äëèíû äâàæäû îáðàùàåòñÿ â íóëü � â òî÷êàõ u = ±φ0. Äëÿ âûÿñíåíèÿ
ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëà êðàéíå âàæíî âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè â ýòèõ òî÷êàõ. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè φ0:

2E − 2 cos(φ0 − ε) = 2E − 2(cos(φ0) cos(ε) + sin(φ0) sin(ε)).

Ðàçëîæèì ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ε, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

2E + 2 cos(φ0 − ε) = 2E + 2 cos(φ0)(1−
ε2

2
+ ε4R1(ε)) + 2 sin(φ0)(ε− ε3R2(ε)),

èëè
2E + 2 cos(φ0 − ε) = ε(2 sin(φ0) + εR3(ε)).

Çäåñü Rj(ε), j = 1, 2, 3 � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè ïðè ε ∈ [0, C], C > 0.
Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå φ0

èìååò îñîáåííîñòü: (u − φ0)3/2. Ýòà îñîáåííîñòü íåèíòåãðèðóåìà. Òàêèì îáðàçîì,
çàïèñü ðåøåíèÿ ψ2 â âèäå (34) ïðèãîäíà òîëüêî ïðè 0 ≤ φ < φ0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (34) íà áîëüøåì ïðîìåæóòêå, âû÷èñ-
ëèì ðàçëîæåíèå ýòîãî èíòåãðàëà â îêðåñòíîñòè φ0.

I(ε) =
∫ φ0−ε

0

du

(2 sin(φ0))3/2(φ0 − u)3/2
+∫ φ0−ε

0
du

(
1

(2E + 2 cos(u))3/2
− 1

(2 sin(φ0))3/2(φ0 − u)3/2

)
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå â òî÷êå φ0 èìååò èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü.
Èíòåãðàë â ïåðâîì ñëàãàåìîì ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

I =
2

(2 sin(φ0))3/2
√
ε

+∫ φ0−ε

0
du

(
1

(2E + 2 cos(u))3/2
− 1

(2 sin(φ0))3/2(φ0 − u)3/2

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü ïî ðÿäêà |φ0 − φ|1/2 â îêðåñòíîñòè
φ0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ôîðìóëå (34) ìíîæèòåëü ïåðåä èíòåãðàëîì ïðè φ = φ0

îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè÷åì, â îêðåñòíîñòè φ0 ýòîò ìíîæèòåëü èìååò ïîðÿäîê:√
2E + 2 cos(φ(t, E)) =

√
2 sin(φ0)ε+ εR4(ε).

Çäåñü R4(ε) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ2 îãðàíè÷åíà ïðè ∀t > 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà

áûëà ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîãî äèôôåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàäî åùå äîêà-
çàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t. Âî âñåõ òî÷êàõ
îïðåäåëåíèÿ, êðîìå òî÷åê T/4+Tn/2, n ∈ Z, ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè íå âû-
çûâàåò ñîìíåíèé. Â òî÷êàõ t = T/4 + Tn/2 âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåí
±φ0, ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè íàäî äîêàçûâàòü îñîáî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ψ1 è
ψ2 ïî âðåìåíè. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ôóíêöèè ψ1:

ψ′1 =
−φ′ sin(φ)√
2E + 2 cos(φ)

= − sin(φ),

òî åñòü ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïðè ∀t.
Âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t ôóíêöèè ψ2:

ψ′2 =
−φ′ sin(φ)√
2E + 2 cos(φ)

∫ φ

0

du

(2E + 2 cos(u))3/2
+√

2E − 2 cos(φ)
φ′√

2E + 2 cos(φ)
=

− sin(φ)
∫ φ

0

du

(2E + 2 cos(u))3/2
+

1√
2E + 2 cos(φ)

.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà â îêðåñòíîñòè φ0 ñëåäóåò, ÷òî ñèíãóëÿðíûå â îêðåñò-
íîñòè φ0 ÷ëåíû â ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé φ0 âõîäÿò ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè è
ñîêðàùàþòñÿ. Îñòàòîê ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåí-
íî èç ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ôóíêöèÿ ψ2 ðàñòåò ïî âðåìåíè. Ñëåäñòâèå ýòîãî � ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî
íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íå ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó .

6.5 Íåóñòîé÷èâîñòü ñåïàðàòðèñíîãî ðåøåíèÿ

Ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå îòäåëÿåò äâà âèäà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ óðàâíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � ýòî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì è
íàìàòûâàþùèìñÿ ðåøåíèÿì. Ïîýòîìó î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ÷òî
ïðîèçîéäåò ïðè âîçìóùåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåïàðàòðèñíîìó
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ðåøåíèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå áóäåò ëèáî âðàùàþùèìñÿ, ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì.
Âåäü ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå îäíî, è ïîñëå âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûå äàííûå óæå íå
îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì ñåïàðàòðèñû. Òàêèì îáðàçîì, î÷å-
âèäíî, ÷òî ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå íå îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó. Áîëåå
òîãî, ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Òî åñòü ëèíåàðèçîâàí-
íîå íà ñåïàðàòðèñå óðàâíåíèå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå ðåøåíèå, êîòîðîå
ïðèâîäèò ê áûñòðîìó óäàëåíèþ ðåøåíèé îò ñåïàðàòðèñû.

Ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èìååò âèä:

φ(t) = 4 arctg(exp(t))− 2π.

Ëèíåàðèçîâàííîå íà ñåïàðàòðèñå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψ′′ + ψ cos(4 arctg(exp(t))) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîð-
ìóëàìè äëÿ êðàòíûõ óãëîâ:

cos(4α) = cos2(2α)− sin2(2α) =
(

1− tg2(α)
1 + tg2(α)

)2

−
(

2 tg(α)
1 + tg2(α)

)2

.

Ýòè ôîðìóëû ïðèâîäÿò ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ:

ψ′′ +
(
th2(t)− 1

ch2(t)

)
ψ = 0. (36)

Îäíî èç ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàâ ïî âðåìåíè ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:

ψ1(t) = (4 arctg(exp(t)))′ =
2

ch(t)
. (37)

Âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (36) ìîæíî ïîñòðîèòü, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà âðîíñêèàíà äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (36):

ψ1ψ
′
2 − ψ′1ψ2 = 1.

Ôóíêöèÿ ψ2(t) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:

ψ2 = A(t)ψ1(t),

òîãäà

ψ2
1(t)A

′ = 1, èëè A(t) =
1
4

∫
ch2(t)dt.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

ψ2(t) =
sh2(t)
8ch(t)

+
t

ch(t)
. (38)

Ôóíêöèÿ ψ2(t) � îäíî èç ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (36) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî ëèíåéíîìó
ïðèáëèæåíèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòî íåóñòîé÷èâî.

Çàäà÷à.Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò A â ôîðìóëå (35).
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6.6 Ëèòåðàòóðà

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè â
ëþáîì êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çäåñü îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó äàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷åáíèêîì

Ì.Â. Ôåäîðþê, Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è ñåïàðàòðèñíîãî ðåøåíèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ äàííûõ, êàê ïðàâèëî, íå âõîäÿò â ñòàíäàðò-
íûé êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòè òåìû îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â êíè-
ãàõ

Â.È. Àðíîëüä, Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ã.Ì. Çàñëàâñêèé, Ð.Ç. Ñàãäååâ, Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ ôèçèêó.
Í.Í. Ìîèñååâ, Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè.
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7 Ýëåìåíòû òåîðèè áèôóðêàöèé

Òåîðèÿ áèôóðêàöèé èçó÷àåò, êàê ìåíÿþòñÿ ðåøåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ
óðàâíåíèé. Çäåñü ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå áèôóðêàöèè êîíñåðâàòèâíûõ
ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà: òèïà ñåäëî-öåíòð, áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ. Ïðîñòåéøèå
áèôóðêàöèè èíòåðåñíû òåì, ÷òî îíè ÷àùå âñåãî âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ òåî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, áèôóðêàöèÿ òèïà ñåäëî-öåíòð ïðè-
âîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ è îòâå÷àåò çà æåñòêèé ðåæèì âîçíèê-
íîâåíèÿ êîëåáàíèé. Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îïèñàíèè âîç-
íèêíîâåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè â ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè Ëàíäàó. Áîëåå ñëîæíûå
áèôóðêàöèè, êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþò âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì è, ïîýòîìó,
âñòðå÷àþòñÿ ðåæå. Ïðèâåäåí ïðèìåð íåëîêàëüíîé áèôóðêàöèè � ïåðåñòðîéêè ñå-
ïàðàòðèñ.

7.1 Ëîêàëüíûé àíàëèç íåîãðàíè÷åííîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

x′′ = F (x), (39)

ãäå F (x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ x0 ôóíêöèþ F (x) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå:
F (x) = F (x0) +O(x− x0).

Åñëè ïðåíåáðå÷ü îñòàòêîì, òîãäà âìåñòî óðàâíåíèÿ (39) ìîæíî èññëåäîâàòü óðàâ-
íåíèå

y′′ = C0, (40)

ãäå y = x− x0, C0 = F (x0).
Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü, íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå ñòîëüêî ðåøåíèå,

ñêîëüêî ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè íàäî óìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 2y′ è ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ïî t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(y′)2 − 2C0y = E.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

Π = −2C0y.

Ôàçîâûå êðèâûå � ïàðàáîëû. Ôàçîâûé ïîðòðåò íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îñîáûõ òî-
÷åê. Äâèæåíèå îãðàíè÷åíî òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû è î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ðàñòåò
ñî âðåìåíåì, è íàøà àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (39) óðàâíåíèåì (40) äîâîëüíî ñêî-
ðî ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíîé. Îäíàêî, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ëîêàëüíîé êàðòèíîé ïðî-
èñõîäÿùåãî, íå çàáåãàÿ äàëåêî âïåðåä, òîãäà ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñëåäóåò
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Ðèñ. 6: Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ôàçîâûé ïîðòðåò áåç òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.

ïðèçíàòü íàèáîëåå òèïè÷íûì. Âåäü ïîñëå òîãî, êàê íàøå ïðèáëèæåíèå â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0 ñòàíåò íåïðèãîäíûì, òàêîå æå ïðèáëèæåíèå ìîæíî óñòðîèòü âáëèçè
ëþáîé äðóãîé íåîñîáîé òî÷êè, è êàðòèíà ôàçîâûõ êðèâûõ îêàæåòñÿ ïîõîæåé.

7.2 Îêðåñòíîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Êàðòèíà äâèæåíèÿ, ïðèâåäåííàÿ âûøå, ðàçðóøàåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x1,
ãäå F (x1) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 íåîáõîäèìà äðóãàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè F (x)

F (x) = F ′(x1)(x− x1) +O((x− x1)2).

Ëîêàëüíî, âáëèçè òî÷êè x1 óðàâíåíèå (40) ìîæíî ïðèáëèçèòü óðàâíåíèåì

y′′ + ω2y = 0, (41)

ãäå y = (x− x1), ω2 = −F ′(x1).
Ýòî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïðèòÿãèâàþùåé (ω2 > 0) èëè

îòòàëêèâàþùåé (ω2 < 0) ñèëîé. Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:

Π = ω2y2.

Óðàâíåíèå äëÿ ôàçîâûõ êðèâûõ:

(y′)2 + ω2y2 = 2E.

Â ðåçóëüòàòå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïîëó÷èì ëèáî öåíòð (ω2 > 0), ëèáî ñåäëî (ω2 <
0). Òî÷êà x1 � òî÷êà óñòîé÷èâîãî èëè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ñåäëà è öåíòðû íåóñòðàíèìûì îáðàçîì âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè êîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì.

7.3 Áèôóðêàöèÿ ñåäëî-öåíòð

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ôàçîâûõ êðèâûõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ
F , çàâèñÿùóþ îò äîïîëíèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà α.

F = F (x, α).



7 Ýëåìåíòû òåîðèè áèôóðêàöèé 42

Ðèñ. 7: Áèôóðêàöèÿ ñåäëî-öåíòð.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð íè÷åãî íå ìåíÿåò â ôàçîâîì
ïîðòðåòå. Îäíàêî, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà α1 è çíà÷åíèå
x1, ïðè êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü è çíà÷åíèå ôóíêöèè, è çíà÷åíèå åå ïðîèçâîä-
íîé.

F (x1, α1) = 0,
F ′(x1, α1) = 0.

Ïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà-
÷åíèé x1 è α1.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (x1, α1) ôóíêöèþ F ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x, α) = F (x1, α) + ∂αF (x1, α1)(α− α1) + ∂xxF (x1, α1)(x− x1)2/2 +
O((x− x1)3 + (α− α1)2).

Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
y′′ = y2 + g1, (42)

ãäå y = (x− x1)C, g1 = f(α).
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ � ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Îíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà

÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (42)

Π =
−1
3
y3 − g1y.
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Óðàâíåíèå äëÿ ôàçîâûõ êðèâûõ:

(y′)2 − 1
3
y3 − g1y = E.

Åñëè g1 < 0, òîãäà íà ôàçîâîì ïîðòðåòå åñòü äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ � óñòîé÷èâàÿ
è íåóñòîé÷èâàÿ. Ïðè g1 = 0 òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñëèïàþòñÿ, îáðàçóÿ ñëîæíóþ òî÷-
êó ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñåäëî-óçåë. Ïðè g1 > 0 òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íåò.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42) îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ ðîæäåíèÿ äâóõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.
Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñåäëî-óçåë.

Áèôóðêàöèÿ ñåäëî-óçåë îòâå÷àåò çà ÿâëåíèå æåñòêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
Ïðè æåñòêîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðà äàëåêî óõîäèò îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ëåãêî íàáëþäàòü íà
êàðòèíêàõ ïîòåíöèàëüíûõ êðèâûõ. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà g1 óñòîé÷èâîå ñîñòî-
ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè g1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è âîîáùå ïðîïàäàåò ïðè
g1 > 0.

7.4 Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ

Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ôóíêöèÿ F çàâèñèò îò äâóõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé

F (x1, α1, β1) = 0,
F ′(x1, α1, β1) = 0,
F ′′(x1, α1, β1) = 0.

Òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðîì
îáðàùàþòñÿ â íóëü òðè ïåðâûõ ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà ïî x ôóíêöèè F . Òîãäà
äëÿ ëîêàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ åãî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü óðàâíåíèåì
ñ íåëèíåéíîñòüþ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

y′′ = −a1 − a2y − 2y3. (43)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:

Π = 2a1y + a2y
2 + y4.

Óðàâíåíèå äëÿ ôàçîâûõ êðèâûõ:

(y′)2 + 2a1y + a2y
2 + y4 = E.

Ïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ a1, a2 áóäóò èìåòü
ðàçëè÷íûå ôîðìû ïàðàáîë ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Êðèâûå ñ äâóìÿ ðàçíûìè ìèíèìóìàìè è êðèâóþ ñ ïåðåãèáîì è ìèíèìóìîì
ëîêàëüíî ìîæíî ðàçáèòü íà óæå èññëåäîâàííûå ñëó÷àè. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
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Ðèñ. 8: Ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè ïðè áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ.

Ðèñ. 9: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðè áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ.

êàðòèíêè, íà êîòîðûõ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé è
âáëèçè íåå âîçíèêàþò äâå òî÷êè ìèíèìóìà. Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì:

y′′ = −y(2y2 − γ). (44)

Ïðè γ < 0 åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ y = 0. Ïðè γ = 0 �
ñëîæíàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, ïðè γ > 0 � òðè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ y = ±

√
γ/2, 0. Òàêàÿ

áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ. Ýòà áèôóðêàöèÿ îïèñûâàåò ìÿãêèé
ðåæèì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, íåñìîòðÿ íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ðåøåíèå îñòàåòñÿ âáëèçè ýòîé òî÷êè. Ïîñëåäîâàòåëüíûå áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäèí èç ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ òóðáó-
ëåíòíîñòè (ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè Ëàíäàó).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (44) � ôóíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ìîäóëÿ.

7.5 Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè

Áèôóðêàöèè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ îáùèõ ïðèí-
öèïîâ òåîðèè êàòàñòðîô. Îäíàêî, â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âîçíèêàþò áèôóðêà-
öèè, ñâÿçàííûå íå òîëüêî ñ òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ, íî è ñ ïåðåñòðîéêàìè ñåïàðàòðèñ.
Òàêèå ïåðåñòðîéêè â ïðèíöèïå íîñÿò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð è äî ñèõ ïîð íå ïîääà-
þòñÿ êëàññèôèêàöèè. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ïðèìåð îäíîé èç òàêèõ ïåðåñòðî-
åê.
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Ðàññìîòðèì îáðó÷ ðàäèóñà a, âðàùàþùèéñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ Ω. Ïî îáðó÷ó ñêîëüçèò ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m. Ñîñòàâèì
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äëÿ ýòîãî ñëîæèì ìîìåíòû ñèë îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà îáðó÷à. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Iθ′′ = mΩ2 sin(θ)a2 cos(θ)−mga sin(θ).

Çäåñü I = ma2 � ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,mΩ2 sin(θ)a2 cos(θ) � ìîìåíò
öåíòðîáåæíîé ñèëû, −mga sin(θ) � ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè.

Ââåäåì ïàðàìåòð λ = g
Ω2a

è íîâîå âðåìÿ t = Ωt. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå â âèäå
ñèñòåìû

θ′ = ω, ω′ = (cos(θ)− λ) sin(θ) =
(

sin(2θ)
2

− λ sin(θ)
)
.

Ðàññìîòðèì ýòî óðàâíåíèå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ∈ R.
Óðàâíåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ

dω

dθ
=

(cos(θ)− λ) sin(θ)
ω

,

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå:

ω
dω

dθ
=
(

sin(2θ)
2

− λ sin(θ)
)
.

Èíòåãðàë ýíåðãèè
ω2 − (sin2(θ) + 2λ cos(θ)) = h.

Çäåñü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:

Π = −(sin2(θ) + 2λ cos(θ)),

èëè
Π = cos(2θ)− 2λ cos(θ).

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñåé
êîîðäèíàò θ, ω.

Íàéäåì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ.
Ïðè |λ| > 1 åñòü òðè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ = 0,±π. Ïðè |λ| ≤ 1 � ïÿòü òî÷åê

ðàâíîâåñèÿ, êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå äîáàâëÿþòñÿ åùå θ0 = ± arccos(λ). Èññëåäó-
åì ýòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ ýòîãî íàäî âû÷èñëèòü
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè: òàì ãäå îíà ïîëîæèòåëüíà � òî÷êà
ìèíèìóìà, ãäå îòðèöàòåëüíà � ìàêñèìóì.

Π′′ = −2 cos(2θ) + 2λ cos(θ).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

λ > 1 : θ = ±π ñåäëî;
θ = 0 öåíòð.
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Ðèñ. 10: Ïåðåñòðîéêè ñåïàðàòðèñ λ = 1
4 , λ = 0, λ = −1

4 .

−1 ≤ λ ≤ 1 : θ = ±π ñåäëî;
θ = ±θ0 öåíòð;
θ = 0 ñåäëî.

λ < −1 : θ = ±π öåíòð;
θ = 0 ñåäëî.

Òî åñòü, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðîæäåíèÿ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðà λ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ λ = ±1.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñåïàðàòðèñ. Ïðè λ > 1 ñåïàðàòðèñû âûõîäÿò èç òî÷åê
θ = ±π. Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñ èìååò âèä:

ω2 = sin2(θ)− 2λ(cos(θ) + 1).

Ïðè 0 < λ < 1 ñåïàðàòðèñû âûõîäÿò èç ñåäåë. Èç ñåäëà θ = 0 âûõîäÿò äâå
ñåïàðàòðèñû â ôîðìå ïåòåëü:

ω2 = sin2(θ) + 2λ(cos(θ)− 1).

Èç ñåäåë θ = ±π âûõîäÿò ñåïàðàòðèñû:

ω2 = sin2(θ) + 2λ(cos(θ) + 1).

Ïðè λ = 0 ïàðû ñåïàðàòðèñ âûõîäÿùèõ èç ðàçíûõ ñåäåë ñëèïàþòñÿ:

ω2 = sin2(θ).

Ïðè −1 ≤ λ < 0 ïåòëåîáðàçíûå ñåïàðàòðèñû âûõîäÿò èç ñåäåë θ = ±π:

ω2 = sin2(θ) + 2λ(cos(θ) + 1).

Êðîìå íèõ åñòü åùå äâå ñåïàðàòðèñû:

ω2 = sin2(θ) + 2λ(cos(θ)− 1).
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Ïðè λ < −1 êàðòèíà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Åñòü òîëüêî äâå ñåïàðàòðèñû, âû-
õîäÿùèå èç òî÷êè θ = 0 è îõâàòûâàþùèå öåíòðû θ = ±π.

Îïèñàííàÿ êàðòèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå λ = 0 � áèôóðêàöèîííîå. Ïðè
ýòîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ñåïàðàòðèñ, à ÷èñëî è õàðàêòåð òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íå
èçìåíÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïåðåñòðîéêè ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð êîëå-
áàòåëüíûõ äâèæåíèé, îõâàòûâàþùèõ îáà öåíòðà θ = ±θ0 è ñåäëî θ = 0. Ïîñëå
ýòîé ïåðåñòðîéêè áîëüøèå êîëåáàíèÿ ïî-ïðåæíåìó îõâàòûâàþò îáà öåíòðà, íî óæå
îõâàòûâàþò íå ñåäëî â θ = 0, à îõâàòûâàþò ñåäëî â θ = ±π.

Ëèòåðàòóðà Îñíîâû òåîðèè áèôóðêàöèé èçëîæåíû, íàïðèìåð, â êíèãå
Àíäðîíîâ À.À., Âèòò À.À.,Õàéêèí Ñ.Ý.. Òåîðèÿ êîëåáàíèé.
Â ÷àñòíîñòè, îòòóäà âçÿò ïðèìåð ïåðåñòðîéêè ñåïàðàòðèñ, ðàññìîòðåííûé â

ïîñëåäíåì ïóíêòå ýòîé ëåêöèè.
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8 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Â ýòîé ëåêöèè óðàâåíèÿ ìåõàíèêè âûâîäÿòñÿ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ââåäåíà ôóíêèöÿ Ãàìèëüòîíà. Ïðèâåäåí îáùèé âèä óðàâ-
íåíèé äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû. Ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ î ôàçî-
âîì ïîòîêå è òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè.

8.1 Ãåíåçèñ óðàâíåíèé ìåõàíèêè

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûâîäà óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Ýòîò ïîäõîä àëüòåðíàòèâåí ñïîñîáó âûâîäà óðàâíåíèé
íåïîñðåäñòâåííî èç çàêîíîâ Íüþòîíà. Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ
â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 çàíèìàåò îïðåäåëåííûå ïîëîæåíèÿ. Òîãäà ìåæäó ýòèìè
ïîëîæåíèÿìè ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ òàê, ÷òî ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ïðèíèìàåò ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ôîðìàëüíî âûâîä óðàâíåíèé ìåõàíèêè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

S =
∫ t2

t1
L(q, q′, t)dt→ min.

Çäåñü ôóíêöèÿ L(q, q′, t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïåðåìåííûå q = q1, q2, . . . , qn
è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè íàçûâàþòñÿ îáîùåííûìè êîîðäèíàòàìè è îáîáùåí-
íûìè ñêîðîñòÿìè. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà òîëüêî îò âðåìåíè, ñàìèõ îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ñ÷èòàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ôàêòîì
è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïîñòóëàòîâ.

Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ñòàíäàðòåí. Èñêîìàÿ
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè � q(t). Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ îçíà-
÷àåò, ÷òî ëþáàÿ çàìåíà q(t) íà q(t)+ δq(t) ïðèâåäåò ê âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèîíàëà. Âàðèàöèè δq(t) â êîíå÷íûõ òî÷êàõ âðåìåííîãî èíòåðâàëà ðàâíû íóëþ
δq(t1) = δq(t2) = 0. Èçìåíåíèå ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ:∫ t2

t1
L(q + δq, q′ + δq′, t)dt−

∫ t2

t1
L(q, q′, t)dt =

∫ t2

t1
(∂qLδq + ∂q′Lδq

′)dt+ . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èå çàìåíÿåò ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî δq è δq′.
Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà. Â îêðåñò-

íîñòè ìèíèìóìà îíà ðàâíà íóëþ.

δS =
∫ t2

t1
(∂qLδq + ∂q′Lδq

′)dt = 0.

Ýòó ôîðìóëó íåóäîáíî èñïîëüçîâàòü, ïîòîìó ÷òî çäåñü ïðèñóòñòâóþò êàê âàðèà-
öèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, òàê è âàðèàöèÿ åå ïðîèçâîäíîé. Îò ïðîèçâîäíîé ëåãêî
èçáàâèòüñÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ âòîðîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì.

δS =
∂L

∂q′
δq|t2t1 +

∫ t2

t1
(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q′
)δqdt = 0.
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Âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê âàðèàöèÿ δq ðàâíà íóëþ â ãðàíè÷-
íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà. Âàðèàöèÿ δq ìîæåò ëþáîé, ïîýòîìó äëÿ ðàâåíñòâà íóëþ
âàðèàöèè δS äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ ìíîæèòåëü â ñêîáêàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòå-
ìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q′
= 0.

Ýòè óðàâíåíèé â ìàòåìàòèêå îáû÷íî íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà, à â ìåõà-
íèêå � óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà. Ïðåéìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ïðè èññëåäîâàíèè
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòîèò, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå çàâè-
ñÿò îò âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

8.2 Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âèä
ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Îáùåòåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ çäåñü óæå íå î÷åíü-òî ïðè-
ãîäíû. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàòû íàäî ñðàâíèâàòü ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, ïî-
ëó÷àþùèìèñÿ èç çàêîíîâ Íüþòîíà. Ýòî ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äîëæíû èìåòü âèä:

d

dt
(miq

′
i) +

∂U

∂qi
= 0,

ãäå U�ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ýòà ôîðìóëà âûðàæàåò òðåòèé çàêîí Íüþ-
òîíà: ñóììà èçìåíåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà ñèñòåìû è äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó
îáîùåííûõ ñèë ðàâíà íóëþ.

Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà áó-
äóò ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèÿìè Íüþòîíà, åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëàãðàíæà âçÿòü
ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû

L = T − U, T =
n∑

i=1

mi(q′i)
2

2
, U = U(q).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôóíêöèé Ëàãðàíæà è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê. Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé êîîðäèíàòû
âûáåðåì óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ φ. Ìàññó ìàÿòíè-
êà îáîçíà÷èì ÷åðåç m, äëèíó ìàÿòíèêà � l. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè:

T = m(lφ′)2/2,

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:
U(φ) = −mlg cos(φ).

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:
L = m(lφ′)2/2 +mlg cos(φ).
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Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà:
ml2φ′φ′′ +mlgφ′ sin(φ) = 0.

Ïðèìåð 2. Äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû òî÷åê � èõ ðàäèóñ-âåêòîðû. Âçàèìîäåéñòâèå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ, òî
åñòü îò ðàçíîñòè ðàäèóñ-âåêòîðîâ.

L =
m1(r′1)

2

2
+
m2(r′2)

2

2
− U(|r1 − r2|).

8.3 Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

Ìîæåò áûòü, áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé íå
òîëüêî îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, íî è îáîáùåííûå èìïóëüñû. Îáîçíà÷èì âåêòîð
îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ ñèñòåìû ÷åðåç p. Ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííûé èìïóëüñ
ñèñòåìû � ýòî p = ∂q′L. Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå:

dL = ∂qLdq + ∂q′Ldq
′ = ∂qLdq + pdq′.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñëåäóåò:

p′ = ∂qL.

Ïîýòîìó
dL = p′dq + pdq′.

Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà òîëüêî ÷åðåç îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì:

pdq′ = d(pq′)− p′dq,

òîãäà
d(pq′ − L) = −p′dq + q′dp.

Ïîä çíàêîì äèôôåðåíöèàëà ñëåâà ñòîèò âûðàæåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ÷åðåç
îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû:

H(p, q, t) = pq′ − L.

Âûðàæåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, êàê ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîá-
ùåííûõ èìïóëüñîâ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû çäåñü ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè ïåðåìåííûìè. Ïîýòîìó èç âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè Ãàìèëüòî-
íà ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

q′ =
∂H

∂p
, p′ = −∂H

∂q
.
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Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà. Èç-çà ïðîñòîòû çàïèñè èõ
èíîãäà íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè.

Ïðèìåðû. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà:

H =
p2

2m
+mlg cos(q).

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ äâóõ ìàÿòíèêîâ îäèíàêîâîé äëèíû, ïîäâåøåííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè a íà îäèíàêîâîé âûñîòå, ñâÿçàííûõ ïðóæèíîé äëèíîé a æåñòêîñòè k. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç qi óãëû îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, òîãäà ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà áóäåò èìåòü âèä:

H =
p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+m1lg cos(q1) +m2lg cos(q2) +

k

2
(−l sin(q1) + l sin(q2))2.

8.4 Îáùèé âèä óðàâíåíèé äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñåðâàòèâíîé, åñëè òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä:

F (p, q) = C.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ ýòîãî âû÷èñ-
ëèì äèôôåðåíöèàë:

dF =
∂F

∂q
dq +

∂F

∂p
dp = 0.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êðèâîé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìååò âèä:

dp

dq
= −

∂F
∂q
∂F
∂p

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå:

q′ =
1

Q(q, p)
∂F

∂p
,

p′ =
−1

Q(q, p)
∂F

∂q
.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà. Ïðè âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé
ïðåäïîëàãàëîñü, êàê îáû÷íî, ÷òî F è Q � îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
p è q.

Ïðèìåð. Ñèñòåìà Âîëüòåððà. Ñèñòåìà Âîëüòåððà � îäèí èç ïðèìåðîâ íåãà-
ìèëüòîíîâîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ïôàôôà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òèïà êàðàñè-ùóêè. ×èñëî êàðàñåé â ïðóäó � N1. Êàðàñè
ðàçìíîæàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ÷èñëåííîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì ε1. Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, èõ åäÿò ùóêè. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà êàðàñåé ïðîïîðöèî-
íàëüíî ÷èñëó ùóê ñ êîýôôèöèåíòîì γ1. Ñàìè ùóêè, îêàçàâøèñü áåç êàðàñåé, ìðóò
ñ ãîëîäó ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ε2, è ðàçìíîæàþòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíî êîëè÷åñòâó êàðàñåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ2. Òàêàÿ êàð-
òèíà íàãëÿäíî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

N ′
1 = N1(ε1 − γ1N2),

N ′
2 = −N2(ε2 − γ2N1).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà êîíñåðâàòèâíà. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ.
Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà γ2, âòîðîå íà γ1 è ñëîæèì ýòè óðàâíåíèÿ.

γ2N
′
1 + γ1N

′
2 = ε1γ2N1 − ε2γ1N2.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ε1
N2
, âòîðîå � íà ε2

N1
è ñëîæèì ïîëó÷åííûå âûðàæå-

íèÿ.

ε2
N ′

1

N1
+ ε1

N ′
2

N2
= −ε2γ2N2 + ε1γ2N1.

Â ðåçóëüòàòå, ñëîæèâ äâà ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâà:

γ2N
′
1 + γ1N

′
2 − ε2(ln(N1))′ − ε1(ln(N2))′ = 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

γ2N1 + γ1N2 − ε2 ln(N1)− ε1 ln(N2) = C.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé Âîëüòåððà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ïôàôôà, ãäå

F (N1, N2) = γ2N1 + γ1N2 − ε2 ln(N1)− ε1 ln(N2), Q(N1, N2) =
1

N1N2
.

8.5 Ôàçîâûé ïîòîê è òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

q′ =
∂H

∂p
, p′ = −∂H

∂q

ðàññìîòðèì ýëåìåíò îáúåìà
dΓ = dpdq.

Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ îáúåì ýòîãî ýëåìåíòà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñî âðåìå-
íåì. Â ìîìåíò t êîîðäèíàòû òî÷êè (p0, q0) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòàíóò ðàâíû-
ìè (pt, qt). Òîãäà îáúåì ýëåìåíòà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòèõ íîâûõ êîîðäèíàòàõ
ñòàíåò ðàâíûì

dΓ =
∂(pt, qt)
∂(p0, q0)

dpdq.
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Òî åñòü, íàäî âû÷èñëèòü ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ gt(p0, q0) = (pt, qt). Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t = 0 ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

pt = p0 − t
∂H

∂q
(q0, p0, t) +O(t2),

qt = q0 + t
∂H

∂p
(q0, p0, t) +O(t2).

Ïîýòîìó ïðè ìàëîì èçìåíåíèè t ÿêîáèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

∂(pt, qt)
∂(p0, q0)

= det

∥∥∥∥∥ 1− t ∂2H
∂q∂p(q0, p0, t) +O(t2) t∂2H

∂q2 (q0, p0, t) +O(t2)
−t∂2H

∂p2 (q0, p0, t) +O(t2) 1 + t ∂2H
∂p∂q (q0, p0, t) +O(t2)

∥∥∥∥∥ =

= 1−O(t2).

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Òîãäà èçìåíåíèå
ýëåìåíòà ôàçîâîãî îáúåìà ïðè t = 0:

dΓ
dt
|t=0 = 0.

Òî åñòü, ôàçîâûé îáúåì íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ
òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Õîòÿ îáúåì êàïëè ôàçîâîé æèäêîñòè â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ íå èçìåíÿåòñÿ,
ñî âðåìåíåì âèä êàïëè ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëüíûå äåôîðìàöèè. ×òîáû ïîíÿòü ýòî,
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ôàçîâûé ïîòîê ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

q′ = p p′ = −q.

Òîãäà q(t) = A cos(t + φ0), p(t) = −A sin(t + φ0). Òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî
ïîòîêà ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ôàçîâûé ïîòîê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå òÿæåñòè. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-
òîíà

q′ = p, p′ = −g.

Òîãäà
q(t) = q0 + p0t− gt2/2, p(t) = p0 − gt.

Ôàçîâûé ïîòîê äâèãàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ âäîëü îñè p è
óñêîðÿåòñÿ âäîëü îñè y ñ ïîñòîÿííûì îòðèöàòåëüíûì óñêîðåíèåì. Êðîìå òîãî, ñêî-
ðîñòü âäîëü îñè q ïðîïîðöèîíàëüíà çíà÷åíèþ p. Ýòî ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíîìó
ñìåùåíèþ ñëîåâ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè p âäîëü îñè q.



8 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ 54

8.6 Òåðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè

Èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ïîñòîÿíñòâà ôàçîâîãî îáúåìà äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà-
çûâàåòñÿ òåîðåìîé Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè.

Ïóñòü gt � ñîõðàíÿþùåå ôàçîâûé îáúåì íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå îãðàíè÷åííîãî ìíîãîîáðàçèÿ D â ñåáÿ. Òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè U ëþ-
áîé òî÷êè èç D íàéäåòñÿ x ∈ D òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò T > 0, òàêîå, ÷òî gT (x) ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè U . Ïðè
îòîáðàæåíèÿõ îáúåì íå èçìåíÿåòñÿ, ñòàëî áûòü, îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ
gl(U) ∩ gn(U) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, gl−n(U) ∩ U 6= ∅. Âîçüìåì â êà÷åñòâå èñêîìîé
òî÷êè x � òî÷êó èç îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îáëàñòåé, à T = l − n.

Ëèòåðàòóðà.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà è ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ââåäåíû, ñëåäóÿ êíèãå
Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì.. Ìåõàíèêà.
Ïóíêò îá îáùåé ôîðìå óðàâíåíèé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, ïðèìåðû ôàçîâûõ

ïîòîêîâ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå òÿæåñòè âçÿòû
èç

Àíäðîíîâ À.À., Âèòò À.À., Õàéêèí Ñ.Ý.. Òåîðèÿ êîëåáàíèé.
Ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Ëèóâèëëÿ î ôàçîâîì ïîòîêå è Ïóàíêàðå

î âîçâðàùåíèè èçâëå÷åíû èç êíèãè
Àðíîëüä Â.È.. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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9 Ïðèìåðû âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Çäåñü ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè ðàçîáðàíû ïðèìåðû íåëèíåéíûõ âïîëíå
èíòåãðèðóåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàäà÷à Êåïëåðà, âîë÷îê Ýéëåðà è âîë÷îê
Êîâàëåâñêîé.

9.1 Çàäà÷à Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå òÿæåñòè. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîëå òÿæåñòè ñîçäàåòñÿ íåïîäâèæíûì òåëîì. Çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëü-
òîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè r = q1 è φ = q2. Îáîáùåííûå èìïóëüñû �
èìïóëüñ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè p1 è ìîìåíò èìïóëüñà p2. Â ðåçóëüòàòå ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà èìååò âèä:

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2mq21
+ U(q1).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ. Âòîðîå ñëà-
ãàåìîå - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óãëîâîãî äâèæåíèÿ. U(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå òÿæåñòè. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè:

q′1 = ∂H
∂p1

≡ p1

m ,

q′2 = ∂H
∂p2

≡ p2

mq2
1

p′1 = − ∂H
∂q1

≡ p2
2

mq3
1
− ∂q1U(q1), (45)

p′2 = − ∂H
∂q2

≡ 0.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ýòîé çàäà÷è ÷åòûðåõìåðíî. Îäíàêî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî óãëîâîé ìîìåíò íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ
èíòåãðàëîâ ñèñòåìû. Âòîðîé èíòåãðàë � ñàìà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà. Ïîýòîìó â
÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
äâóìåðíî. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

p2
1

2m
+

p2
2

2q21m
+ U(q1) = E, p2 = M,

ãäå E,M = const.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ëåãêî ðàçäåëÿåòñÿ íà óãëîâîå è ðàäèàëüíîå. Óðàâ-

íåíèå äëÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû:

q′2 =
M

mq27
.
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Êîîðäèíàòà q2 ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðíîìó óãëó, ïîýòîìó îáëàñòü åå èçìåíåíèÿ �
îò 0 äî 6π. Óðàâíåíèå äëÿ q2 èíòåãðèðóåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè êîîðäèíàòû q1(t). Ïåðèîä ôóíêöèè q2(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

2π =
∫ T2

0

Mdt

mq21(t)
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû è ïîäñòàâèì âû-
ðàæåíèå ïðîèçâîäíîé p′1 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (45).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

mq′′1 = −M2

mq31
− ∂q1U(q1). (46)

Ýòî íè ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî áûëî ïî-
ëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó, èñõîäÿ èç çàêîíîâ Íüþòîíà.

Óðàâíåíèå (46) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùè-
ìèñÿ ïåðåìåííûìè2:

(q′1)
2 = (E − U(q1))

2
m
− M2

m2q21
.

Íàñ èíòåðåñóþò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, êîîðäèíàòà q1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåæäó qmin è qmax. Ìàêñèìàëüíîå è
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ � ýòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

2
m

(E − U(q1))−
M2

m2q21
= 0.

Óðàâíåíèå äëÿ q1 ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

t =
∫ q

qmin

dx

±
√

2
m(E − U(x))− M2

m2x2

+ t0.

Çíàê ïëþñ âûáèðàåòñÿ, êîãäà òî÷êà äâèæåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà-
÷åíèåì q1 â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è íàîáîðîò.

Ïåðèîä ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ:

T1 = 2
∫ qmax

qmin

dx√
2
m(E − U(x))− M2

mx2

.

Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ óãëîâàÿ êîîðäèíàòà çà ïîëîâèíó ïåðèîäà èçìåíåíèÿ
ïåðâîé êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âûðàçèì ÷åðåç ïðîèçâîä-
íóþ ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå:

q′2 =
dq2
dq3

dq9
dt

=
M

mq21
,

2Î ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñì. ëåêöèþ 1.
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èëè
dq2
dq1

=
M

mq21

2√
2
m(E − U(q1))− M2

mq2
1

.

Òîãäà

∆q2 =
∫ qmax

qmin

M
m2x2dx√

2
m(E − U(x))− M2

m2x2

.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿ-
íèþ

U(r) = −γm
r
,

òîãäà èíòåãðàë â ôîðìóëå äëÿ ∆q2 èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

∆q2 = −
∫ qmax

qmin

M
m2d( 1

x)√
2
m(E − γm( 1

x))− M2

m2 ( 1
x)2

= π.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî ðàäèóñó ðàâåí ïåðèîäó äâèæå-
íèÿ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå.

Åñëè çàêîí îá îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà, âîîáùå
ãîâîðÿ, ∆q2 6= 2πm

n è, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ íå çàìêíóòà è ïëîòíî
çàïîëíÿåò êîëüöî qmin ≤ r ≤ qmax.

Çàìå÷àíèå. Ïðè äâèæåíèè ñïóòíèêà âîêðóã Çåìëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

U ∼ −γ
r
[1− (

a

r
)2AP (cos(φ))],

ãäå A = 4.00108565, P (cos(φ)) = 6
2(3 cos(φ) − 1). Òî åñòü, îðáèòû ñïóòíèêîâ íå

çàìêíóòû.

9.1.1 Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå â çàäà÷å Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå òðàåêòîðèþ ñèñòåìû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáîá-
ùåííûõ ïàðàìåòðîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òðàåêòîðèè ëåæàò íà äâóìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè

p2
2

2m
+

p2
2

2q26m
+ U(q1) = E, p2 = M.

Êîîðäèíàòû íà ýòîé ïîâåðõíîñòè èçìåíÿþòñÿ öèêëè÷åñêè

q1 ∈ [qmin, xmax], q1(t+ T1) = q1(t),
q2 ∈ [0, 2π), q2(t+ T5) = q2(t).

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.
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Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè åñòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôàçîâûõ ïîòîêà. Îäèí èç
íèõ � ôàçîâûé ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé ãàìèëüòîíèàíîì (çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè) H(p, q), âòîðîé � çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà M(p, q). Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ôóíêöèåé M :

p′3 = 0, p′7 = 0, q′1 = 0, q′0 = 5.

Ôàçîâûé ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé ãàìèëüòîíèàíîì H, áóäåì îáîçíà÷àòü gt
1, ôàçîâûé

ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé M � gt
2. Ëîêàëüíî, îêîëî òî÷êè (p0, q0), ýòè ôà-

çîâûå ïîòîêè â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ êàñàòåëüíûìè
âåêòîðàìè ê èíâàðèàíòíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ëåãêî ïîëó÷èòü
èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ äèôôåðåíöèàëîâ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

dH = 0, dM = 0.

Ëîêàëüíî ýòè ôàçîâûå ïîòîêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

gt
1(p, q) =


pt
1 = p0

1 + ( (p0
2)2

m(q0
2)3
− ∂q8

1
U(q10))t+O(t2),

pt
2 = p0

2

qt
2 = q01 + p0

1
m t+O(t8),

qt
2 = q02 + p0

2

m(q0
1)3
t+O(t2).

gt
2(p, q) =


pt
1 = p0

2,
pt
2 = p0

2,
qt
1 = q01,

qt
2 = q32 + t.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàçíûå ôàçîâûå ïîòîêè. Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè
êîììóòèðóþò, òî åñòü

gt
1g

t
2(p, q) = gt

2g
t
1(p, q).

Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò
íå çàâèñèò îò q2, à ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîìó ôàçîâîìó
ïîòîêó, âîîáùå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå çàäà÷è Êåïëåðà � äèôôåîìîðôíî
òîðó, è íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóþò äâà êîììóòèðóþùèõ ôàçîâûõ ïîòîêà.
Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáìîòêó äâóìåðíîãî òîðà. Åñëè òðàåêòîðèè çàìêíóòû, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îáìîòêà
òîðà ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè íå çàìêíóòû, òî òðàåêòîðèè âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿþò
èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå.

9.2 Âîë÷îê Ýéëåðà

Åùå îäèí ïðèìåð, â êîòîðîì óäàåòñÿ ÿâíî èññëåäîâàòü èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
ýòî âîë÷îê Ýéëåðà. Çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ âûâîä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî-
ÿñíèì, ëèøü, ÷òî âîë÷îê Ýéëåðà � ýòî òâåðäîå òåëî, çàêðåïëåííîå â öåíòðå òÿæåñòè.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå øåñòèìåðíî. Îäíàêî, â ñëó÷àå âîë÷êà Ýéëåðà èìïóëüñ äâèæåíèÿ öåíòðà
òÿæåñòè ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó îñòàþòñÿ ëèøü âðàùàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå äâèæå-
íèÿ, èõ òðè � ýòî ìîìåíòû èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî òðåõ êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

M ′
1 = M2M3(a2 − a3),

M ′
2 = M3M5(−a1 + a3),
M ′

3 = M2M2(a1 − a2),

ãäå ai � ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû èíåðöèè òåëà a1 > a2 > a3.
Åñòü äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ýòî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

H(M) =
1
2
(a1M

2 + a2M
2
2 + a3M

2
3 )

è ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà

F (M) = M2
1 +M2

2 +M2
3 .

Èç âèäà ýòèõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäà H = const è ñôåðû F = const. Âðàùå-
íèå âîêðóã ìàëîé è áîëüøîé îñåé óñòîé÷èâî, à âîêðóã ñðåäíåé � íåóñòîé÷èâî. Ýòî
ìîæíî çàìåòèòü èç ïðÿìîãî ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åñëè íàðèñîâàòü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, òîãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îêðåñòíîñòè âåðøèí ñðåäíåé
îñè � ñåäëà.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà.

M ′
1 = M2M3(a2 − a3),

1
2
(a1M

2 + a2M
2
2 + a3M

2
3 ) = h,

M2
1 +M2

2 +M2
3 = f.

Òîãäà

M2
3 = f −M2

1 −M2
2 ,

1
2
(a1M

2
1 + a2M

2
2 + a3f − a3M

2
1 − a2M

2
2 ) = h,

(a1 − a3)M2
1 + (a2 − a3)M2

2 = 2h− a3f,

M2 =
1

a2 − a3
(2h− a3f − (a1 − a3)M2

1 ),

M2
3 = f −M2

1 −
1

a2 − a3
(2h− a3f − (a1 − a3)M2

1 ),

M2
2 = c1 − c2M

2
1 ,

M2
3 = c3 − c4M

2
1 .
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

(M ′
1)

2 = (c1 − c2M
2
1 )(c3 − C4M

2
1 )(a2 − a3)2.

Çàäà÷à.Âûðàçèòü Mi ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè.

9.3 Âîë÷îê Êîâàëåâñêîé

Êðîìå óæå ðàçîáðàííîãî ñëó÷àÿ âîë÷êà Ýéëåðà, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàêðåïëåí-
íîãî òâåðäîãî òåëà èìåþò åùå äâà ñëó÷àÿ, êîãäà îíè ïîëíîñòüþ ïðîèíòåãðèðîâàíû.
Ýòî òàê íàçûâàåìûå âîë÷êè Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé. Âîë÷îê Ëàãðàíæà � ýòî îñå-
ñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî, çàêðåïëåííîå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Çäåñü ðàññìîòðèì
âîë÷îê Êîâàëåâñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå êðîìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîìåíòà
èìïóëüñà è óñëîâèÿ ñâÿçè äëÿ óãëîâ Ýéëåðà åñòü åùå îäèí çàêîí ñîõðàíåíèÿ, íå
èìåþùèé ïðîñòîãî ìåõàíè÷åñêîãî òîëêîâàíèÿ. Èíòåãðèðîâàíèå âîë÷êà Êîâàëåâ-
ñêîé ñâÿçàíî ñ êðàñèâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè � òàê íàçûâàåìûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ è çàäà÷åé îáðàùåíèÿ ßêîáè. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ãðî-
ìîçêîñòü ôîðìóë, êàæåòñÿ ïîëåçíûì õîòÿ áû ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èäåÿìè, ëåæàùèìè
â îñíîâå èíòåãðèðîâàíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé.

Óðàâíåíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé èìåþò âèä:

2p′ = qr,

2q′ = −pr − µγ3,

r′ = µγ2,

γ′1 = rγ2 − qγ3,

γ′2 = pγ3 − rγ1,

γ′3 = qγ3 − pγ2.

Çäåñü µ = const.
Åñòü ÷åòûðå èíòåãðàëà äâèæåíèÿ:

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
H = 2(p2 + q2) + r2 − 2µγ1,

ìîìåíò èìïóëüñà
L = 2(pγ1 + qγ2) + rγ3,

óñëîâèå ñâÿçè
γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = 1

è èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé

K = (p2 − q2 + µγ1)2 + (2pq + µγ2)2.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ

H = 6h, L = 2l, K = k2.
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Ââåäåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòû S1 è S2

S1,2 = 3h+
R(x1, x2)±

√
R(x1)R(x2)

(x1 − x2)2
,

ãäå
x1,2 = p± iq, R(z) = −z4 + 6hz2 + 4µlz + µ2 − k2,

R(x1, x2) = −x2
1x

2
2 + 6hx1x2 + 2µl(x1 + x2) + µ2 − k2.

Â ïåðåìåííûõ S1,2 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

S′1 =
i
√
P5(S1)

2(S1 − S2)
, S′2 =

i
√
P5(S2)

2(S2 − S1)
, (47)

ãäå
P5(z) = [z[(z − 3h)2 + µ2 − k2]− 2µ2l2]((z − 3h)2 − k2).

Óðàâíåíèÿ äëÿ S1,2 èíòåãðèðóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ Γ → J(Γ), ãäå Γ �
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà 2: w2 = P5(z). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

ζ1 =
∫ S1

P0

dz√
P5(z)

+
∫ S2

P0

dz√
P5(z)

,

ζ2 =
∫ S1

P0

zdz√
P5(z)

+
∫ S2

P0

zdz√
P5(z)

,

ãäå P0� ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ (47) ïðèíèìàåò âèä:

dζ1
dt

= 0,
dζ2
dt

= i.

Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ, îäíàêî äëÿ âûÿñíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ
â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî îáðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ. Çàäà÷ó îá
îáðàùåíèè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íàçûâàþò çàäà÷åé îáðàùåíèÿ ßêîáè.
Îíà ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìûõ òýòà-ôóíêöèé. Ïîêàæåì, ÷òî â
ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ ëîêàëüíî îáðàòèìî. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî îí íå ðàâåí íóëþ.

∂(ζ1, ζ2)
∂(S1, S2)

=

∣∣∣∣∣∣
1√

P5(S1)

S1√
P5(S1)

1√
P5(S@)

S2√
P5(S2)

∣∣∣∣∣∣ = S2 − S1√
P5(S1)P5(S2)

.

Åñëè P5(S1,2) 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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Çàñëàâñêèé Ã.Ì., Ñàãäååâ Ð.Ç.. Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ ôèçèêó.
Ðàçäåë îá èíòåãðèðîâàíèå âîë÷êà Êîâàëåâñêîé íàïèñàí ïî îáçîðó
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ñêèõ íàóê, ò., n, ñ.
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10 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ

Â ýòîé ëåêöèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå î ñêîáêàõ Ïóàññîíà, êîììóòèðóþùèõ ôàçîâûõ
ïîòîêàõ. Ïîñòðîåíû ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë è ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Ëèó-
âèëëÿ î âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ.

Ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ïîêàçû-
âàþò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâà-
íèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Èíîãäà ýòè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûå òîðû, à òðàåêòîðèè ñèñòåìû � êàê îáìîòêè ýòèõ òî-
ðîâ. Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ îáùèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à îá
èíòåãðèðîâàíèè 2n-ìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äèíàìèêå
íà n-ìåðíîì òîðå. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà Ëèóâèëëÿ î âïîëíå èíòåãðè-
ðóåìûõ ñèñòåìàõ.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â 2n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû ïîíèçèòü äî ðàç-
ìåðíîñòè n, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà îáëàäàëà n íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èí-
òåãðàëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû áóäåò ëåæàòü íà n-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè. Äàëåå, äëÿ âûäåëåíèÿ n-ìåðíîãî òîðà è íåçàâèñèìûõ äâèæåíèé íà
íåì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòî n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå áûëî êîìïàêòíûì è ÷òîáû íà
íåì ñóùåñòâîâàëî n-íåçàâèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ ôàçîâûõ ïîòîêîâ. Èìåííî ýòè
íåçàâèñèìûå ôàçîâûå ïîòîêè ïîçâîëÿþò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå íà ìíîãîîáðàçèè
ðåøåíèé è âïîñëåäñòâèè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êâàäðàòóðàõ.

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ, âûÿñíèì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû, ÷òîáû ôàçîâûå ïîòîêè íà èíâàðè-
àíòíîì ìíîãîîáðàçèè êîììóòèðîâàëè.

10.1 Ñêîáêè Ïóàññîíà

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F (t, p, q) ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà èìååò âèä:

dF

dt
= ∂tF + ∂pFp

′ + ∂qFq
′ = ∂tF − ∂pF∂qH + ∂qF∂pH.

Â ýòîì âûðàæåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå íèêàê íå çàâèñèò îò ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà.
Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå îïðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì. Äëÿ êðàòêîñòè ýòè äâà
ñëàãàåìûõ îáîçíà÷àþò â âèäå:

{FH} = ∂qF∂pH − ∂pF∂qH.

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñêîáêàìè Ïóàññîíà.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

ñèñòåìû, òîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà ðàâíà íóëþ. Åñëè ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé
ðàâíà íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòè ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.
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Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñêîáêè Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
ýòè äâå ôóíêöèè f è g íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè òðåòüåé ôóíêöèè h, òîãäà ñêîáêà
Ïóàññîíà {fg} òàêæå íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè ôóíêöèè h. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçû-
âàåòñÿ òåîðåìîé Ïóàññîíà. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàññîíà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî ïî äâóì èçâåñòíûì èíòåãðàëàì äâèæåíèÿ ïîñòðîèòü åùå îäèí è äàëåå åùå
îäèí è åùå îäèí, äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäóò ïîñòðîåíû âñå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
ñèñòåìû èëè èíâîëþöèÿ äâóõ ïîñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ íå áóäåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.
Òàêîå ïîñòðîåíèå íîâûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà óäàåòñÿ
ðåäêî. Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü èíâîëþòèâíîñòü ñêîáêè Ïóàññîíà äîêàæåì ôîðìó-
ëó, íàçûâàþùóþñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè:

{f{gh}}+ {h{fg}}+ {g{hf}} = 0.

Òîæäåñòâî ßêîáè ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé. Ïîñëå âû-
÷èñëåíèÿ âñåõ ñêîáîê Ïóàññîíà è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñóììà ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà ßêîáè. Åñëè {gh} =
0 è {fh} = 0, òîãäà {fg} íåêóäà äåâàòüñÿ, êàê òîëüêî èëè ðàâíÿòüñÿ íóëþ èëè áûòü
â èíâîëþöèè ê h è, ñëåäîâàòåëüíî áûòü åùå îäíèì ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû
Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì h.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ïóñòü P � èìïóëüñ ñèñòåìû, M = [r, P ] �
ìîìåíò èìïóëüñà. Òîãäà

{MxPy} = −∂Mx

∂y
= − ∂

∂y
(yPz − zPy) = −Pz, {MxPz} = Py, {MxPx} = 0.

{MxMy} = −Mz, {MyMz} = −Mx, {MzMx} = −My.

Åñëè çàáûòü î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ èì-
ïóëüñîâ è ïåðåïèñàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé 2n
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò yi = qi è yn+i = pi, òîãäà ñêîáêè Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå:

{F,H} =
2n∑

i,j=1

hi,j
∂F

∂yi

∂H

∂yj
,

ãäå hi,i+n = 1, i = 1, . . . , n, hi,i−n = −1, i = n + 1, . . . , 2n. Ìàòðèöà h íàçûâàåò-
ñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà â åùå áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

dyi

dt
= {yi,H}, H = H(y1, . . . , y2n).

10.2 Êîììóòèðóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè

Åñëè ôóíêöèè F (p, q) è H(p, q) íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, òîãäà íå òîëüêî F (p, q) �
ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(p, q),



10 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ 65

íî è ôóíêöèÿ H(p, q) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ äðóãîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì F (p, q). Â ðåçóëüòàòå, íà èíâàðèàíòíîì
ìíîãîîáðàçèè ðåøåíèé H(p, q) = h, F (p, q) = f åñòü äâà ðàçíûõ ôàçîâûõ ïîòîêà
gt
1 è g

t
2. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ýòèõ ôàçîâûõ ïîòîêîâ êîììóòèðóþò. Ïîêàæåì ýòî.

Äëÿ êðàòêîñòè ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì yi, ââåäåííûì â êîíöå ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà. Êàñàòåëüíûé âåêòîð ôàçîâîãî ïîòîêà â òî÷êå y0 ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôàçîâîãî
ïîòîêà ïî âðåìåíè â òî÷êå t = 0. Òîãäà

gt
1g

s
2y

0 − gs
2g

t
1y

0 = gt
1(y

0 + {y0F}s+O(s2))− gs
2(y

0 + {y0H}t+O(t2)) =
= y0 + {y0F}s+ {y0H}t+ {{y0F}H}st−

y0 − {y0H}t− {y0F}s− {{y0H}F}ts+O(t2 + s2).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

gt
1g

s
2y

0 − gs
2g

t
1y

0 = ({{y0F}H} − {{y0H}F})st+O(t2) +O(s2)

Â ñèëó òîæäåñòâà ßêîáè

{{y0F}H} − {{y0H}F} = {y0{FH}} = 0.

Òî åñòü, ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèé ïî t è s êîììóòàòîðà ôàçîâûõ ïîòîêîâ ðàâíà
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ôàçîâûõ ïîòîêîâ êîììóòèðóþò.

Åñëè ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà èìååò n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòå-
ãðàëîâ â èíâîëþöèè, òîãäà íà n-ìåðíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè ýòîé ñèñòåìû
ñóùåñòâóåò n êîììóòèðóþùèõ ôàçîâûõ ïîòîêîâ.

10.3 Ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë

Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé øàã � ââåñòè íà n-ìåðíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå n íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò. Ýòè êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ ñî
âðåìåíåì. Â êà÷åñòâå åùå n íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò â 2n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü òå ñàìûå çíà÷åíèÿ n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ � çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ � èëè íàáîð ïåðåìåííûõ, ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùèõ òîëüêî îò çíà÷å-
íèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ýòè ïåðåìåííûå íå èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì è ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò ìíîãîîáðàçèå íà êîòîðîì ëåæàò òðàåêòîðèè ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ïåðåìåííûå, îïðåäåëÿþùèåñÿ êàê ôóíêöèè îò çíà÷åíèé ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ, ÷åðåç Ii = I(h, f1, . . . , fn−1), i = 1, . . . , n.

dIi
dt

= 0.

Ýòè ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè òèïà äåéñòâèÿ.
Ïåðåìåííûå íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè îáîçíà÷èì ÷åðåç φi, i = 1, . . . , n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî. Ïîýòîìó ïåðåìåííûå
φ � ïåðèîäè÷åñêèå φi ∈ [0, 2π). Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ýòèõ ïåðåìåííûõ

φ′i = ωi(I1, . . . , In), i = 1, . . . , n.
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Ïåðåìåííûå φi íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè òèïà óãîë.
Ïîñòðîèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ S(I, q), òàêóþ, ÷òî

p =
∂S(I, q)
∂q

, φi =
∂S

∂Ii
.

Òîãäà ôóíêöèÿ S(I, q) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

H(
∂S

∂q
, q) = h(I).

Ýòî óðàâíåíèå � óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Äèôôåðåíöèàë ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

dS|I=const =
∂S

∂Ii
dIi +

∂S

∂qi
dqi.

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ïåðåìåííûõ Ii íà ðåøåíèè,
ïðîèçâîäíàÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàâíà pi. Òîãäà

S(I, q) =
∫ qt

i

q0
i

pidqi, ∆S =
∫

Mf

pidqi = 2πIi(h, f1, . . . , fn−1),

ãäå Mf � èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïåðåìåííûå Ii è φi ìîæíî âûðàçèòü â âèäå:

Ii =
1
2π

∫
Mf

pidqi, φi =
∂S

∂Ii
.

Ïîêàæåì, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ïåðåìåííûå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåí-
íûìè òèïà äåéñòâèå-óãîë.

φ′i =
d

dt
(
∂S

∂Ii
) =

∂2S

∂Ii∂Ij

dIj
dt

+
∂2S

∂Ii∂qj

dqj
dt

=
∂pj

∂Ii

∂H

∂pj
=
∂H

∂Ii
= const.

dIi
dt

= 0.

Ïðèìåð. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë:

I = f(H) ≡ H =
p2

2m
− cos(q), φ =

∫ u

u0

dx√
2H + 2 cos(x)

.

10.4 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ôîðìóëèðóþòñÿ â ôîðìå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ îá
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ.
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Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì 2n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíû n ôóíêöèé â èí-
âîëþöèè:

F1, . . . , Fn, {FiFj} = 0, i, j = 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óðîâíÿ Fi:

Mf = {x : Fi(x) = fi, i = 1, . . . , n}.

Ïóñòü íà Mf n ôóíêöèé Fi íåçàâèñèìû, òîãäà:
1) Mf � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîòîêà ñ

ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà h = F1.
2) Åñëè Mf êîìïàêòíî è ñâÿçíî, òîãäà îíî äèôôåîìîðôíî n-ìåðíîìó òîðó

Tn = {(φ1, . . . , φn)modd2π}.

3) Ôàçîâûé ïîòîê ñ ôóíêöèåé ÃàìèëüòîíàH îïðåäåëÿåò íàMf óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå, òî åñòü â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ φ(φ1, . . . , φn) :

dφi

dt
= ωi, ωi = ω(f1, . . . , fn).

4) Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H èíòåãðèðóþòñÿ â êâàä-
ðàòóðàõ.

10.5 Ëèòåðàòóðà

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýòîé ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü ó÷åáíèêè
Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì.. Ìåõàíèêà.
Àðíîëüä Â.È.. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
À òàêæå ìîé êîíñïåêò ëåêöèé ïî âïîëíå èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, ïðî÷èòàí-

íûõ ïðîô. Â.Þ.Íîâîêøåíîâûì íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÁÃÓ (îñåííèé ñå-
ìåñòð 1989/90 ó÷åáíîãî ãîäà).
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11 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Â ýòîé ëåêöèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé, ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå îá àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû îò
ïàðàìåòðà. Ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, íå ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü
ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè, ïîòîìó ÷òî ðÿ-
äû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå Ïóàíêàðå, ïåðåñòàþò
ñõîäèòüñÿ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ÷àñòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ïåðåðàç-
ëîæèòü ðÿä èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ââåñòè êàêîå-íèáóäü äðóãîå îïðåäåëåíèå ñóì-
ìèðîâàíèÿ. Òåõíè÷åñêè æå îáû÷íî ìåíÿþò âèä ðàçëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ñàìè ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìû îò
ýòîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Çäåñü ïîñòðîåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà. Ýòè ðåøåíèÿ
ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà � ìåòîäà
Ëèíäøòåäòà.

11.1 Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé

Èññëåäóåì ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà.

u′′ + ω2
0u+ εu3 = 0. (48)

Êîíå÷íî, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîäðîáíî èññëåäîâàííóþ ôóíê-
öèþ ñèíóñ àìïëèòóäû. Îäíàêî, çäåñü ìû ïîñòðîèì ðåøåíèå äðóãèì ñïîñîáîì è â
äðóãîì âèäå � â âèäå ïðÿìîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé. Çíàíèå æå ñâîéñòâ ôóíêöèè
ñèíóñ àìïëèòóäû ïîìîæåò ïîíÿòü ïðè÷èíû îãðàíè÷åííûõ âîçìîæíîñòåé ïðÿìîãî
ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Áóäåì ñ÷èòàòü ε íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (48). Åñëè ε = 0, òîãäà ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî:

u0(t) = A cos(ω0t+ φ0).

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïîèñêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà â âèäå ðÿäà ïî
ñòåïåíÿì ε:

uε = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (49)

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âûðàæåíèå uε â
óðàâíåíèå.

u′′0 + εu′′1 + ε2u′′2 + ω2
0(u0 + εu1 + ε2u2) + εu3

0 + ε23u2
0u1 + . . . = 0.

Çäåñü ïîä ìíîãîòî÷èåì ïîíèìàþòñÿ ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì εn, ãäå n ≥ 3. Êàê
ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â ìåòîäå íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðèðàâíÿåì êîýô-
ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

u′′0 + ω2
0u0 = 0,
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u′′1 + ω2
0u1 = −u3

0,

u2 + ω2u2 = −3u2
0u1.

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u0

u0(t) = A cos(ω0t+ φ0)

â óðàâíåíèå äëÿ u1

u′′1 + ω2
0u1 = −A3 cos3(ω0t+ φ0).

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

A3 cos3(ω0t+ φ0) = A3 cos(ω0t+ φ0)−
A3

2
sin(2(ω0t+ φ0)) sin(ω0t+ φ0) =

A3 cos(ω0t+ φ0)−
A3

4
(cos(ω0t+ φ0)− cos(3(ω0t+ φ0)))

Òåïåðü ëåãêî íàïèñàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u1

u1 = −3A3

4ω0
t sin(ω0t+ φ0) +

A3

ω2
0 − 9ω2

0

cos(3(ω0t+ φ0)).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

u2 = B2t
2 cos(ω0t+φ0) +B1t sin(ω0t+φ0) +C1 cos(5(ω0t+φ0)) +C2 cos(3(ω0t+φ0)).

Ïîñòîÿííûå B1,2 è C1,2 âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî.
Äåéñòâóÿ òàêæå è äàëåå, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ëþáîãî êîýôôèöèåíòà

ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (48). Ïîëó÷åííûé ðÿä íàçûâà-
åòñÿ ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (48).

11.2 Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà

Ïîñìîòðåâ íà óðàâíåíèå (48), è ðàçëîæåíèå åãî ðåøåíèÿ â âèäå (49), ñòàíîâèòñÿ
ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ïðîñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (48), êîòî-
ðîå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε. ßñíî òàêæå, òàêîå ðàçëîæåíèå ìîæíî
ïîëó÷èòü äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåò-
ðà. Áîëåå òîãî, òàêîé ðÿä, íàâåðíîå, áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ, åñëè ïàðàìåòð ε
äîñòàòî÷íî ìàë.

Ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòîå íàáëþäåíèå è ñôîðìóëèðîâàíî â òåîðåìå Ïóàíêàðå.
Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó, îïðåäåëèìñÿ ñ òåðìèíîëîãèåé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

z′ = f(z, t, ε). (50)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêè çà-
âèñèò îò ε, z è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t.
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Ñèñòåìó óðàâíåíèé:
z′0 = f(z0, t, 0)

áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùåé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (50).
Òåîðåìà. Åñëè îáùèé èíòåãðàë ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû èçâåñòåí, òîãäà
1) ðåøåíèå ñèñòåìû (50) ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå

z(t, ε) = z0(t) +
∞∑
i=1

εiyi(t), (51)

ãäå yi(t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ êâàäðà-
òóð;

2) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (50) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà ε, òî åñòü ðÿä
(51) ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿõ ε è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ε ïåðâîãî èíòåãðàëà
óðàâíåíèÿ (50).

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ yi(t).
Ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî âûïèñàòü, åñëè âìåñòî z(t, ε) â óðàâíåíèå (50) ïîäñòàâèòü ôîð-
ìóëó (51). Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (50) ðÿä ïî ε ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü:

z′ = z′0(t) +
∞∑
i=1

εiy′i(t),

à â ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèþ

f(z0 +
∞∑
i=1

εiyi(t), t, ε)

ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ε:

f(z, t, ε) = f(z0, t, 0) + ε

(
∂zf(z0, t, 0)y1 + ∂εf(z0, t, 0)

)
+

ε2
(
∂zf(z0, t, 0)y2 +

∂2
zf(z0, t, 0)

2!
y2
1 + ∂2

εf(z0, t, 0)
)

+ . . . . (52)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ âñå êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ yi(t), òàê æå, êàê ýòî áûëî â ïðèìåðå
äëÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà.

Óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøååñÿ ïðè εi, îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ yi(t). Âàæíî, ÷òî óðàâíå-
íèÿ äëÿ âñåõ ïîïðàâîê yi � ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

y′i = ∂zf(z0, t, 0)yi + Fi(t). (53)

Íåïðèÿòíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Â îáùåì âèäå ðåøèòü òàêèå óðàâíåíèÿ íåïðîñòî. Äàæå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå
èõ ñâîéñòâ � âåñüìà íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à (ñì., íàïðèìåð, ëåêöèþ 2). Îäíàêî,
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â íàøåì ñëó÷àå ýòè ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøàþòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåø åíèé îäíîðîäíîãî ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (53)
çàìåòèì, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîå ïî ëþáîìó èç ñâîèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû. ×èñëî
ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ýòî ðåøåíèå ðàâíî ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû óðàâíå-
íèé. Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ
ïî âñåì åãî ïàðàìåòðàì, è åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (53):

Y (t) = ∂cz0(t; c).

Ýòà ìàòðèöà íåîñîáàÿ. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ yi âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

yi(t) = Y (t)
∫ t

t0
dτY −1(τ)Fi(τ).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Ïîñòðîåííûé ðÿä ïî
ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ. Òàêîé ôîðìàëüíûé ðÿä,
íå îáÿçàòåëüíî ñõîäÿùèéñÿ, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (50).

Ñëåäóþùèé øàã � äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî ðÿäà. Îäíàêî ýòî äîêàçà-
òåëüñòâî äîâîëüíî ãðîìîçäêî è çäåñü îíî íå ïðèâîäèòñÿ.

11.3 Îãðàíè÷åííàÿ ïðèãîäíîñòü ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîç-

ìóùåíèé, ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû

Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ðàçëîæåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷åííîå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Äóôôèíãà (49). Èç ôîðìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ u1(t), u2(t) âèä-
íî, ÷òî îíè ðàñòóò ïî âðåìåíè. Ïðè÷åì, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî
t, âòîðàÿ � ïðîïîðöèîíàëüíî t2. Äàëåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî n-ÿ ïîïðàâêà ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî tn. Òàêîé ðîñò ïîïðàâîê ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè
t ∼ ε−1 ìàëîñòü ε íå îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü � â êàæäîé ïîïðàâêå åñòü ÷ëåíû,
êîòîðûå íà ñòîëü áîëüøèõ âðåìåíàõ âåäóò ñåáÿ êàê ε0. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ýòî ïðè-
âîäèò ê ðàñõîäèìîñòè ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ.

Íåïðèãîäíîñòü ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
Äóôôèíãà ëåãêî ïîíÿòü. Ïåðèîä ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ
óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, îò âåëè÷èíû ε. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ïîñòðîåíèè ïðÿìîãî
ðàçëîæåíèÿ ìû ïðèáëèæàåì ðåøåíèå ôóíêöèÿìè, ïåðèîä êîòîðûõ íå çàâèñèò îò
ε. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàøå ïðèáëèæåíèå ñ
ðîñòîì âðåìåíè âñå áîëüøå è áîëüøå îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî ðåøåíèÿ.

Òàêîå æå ÿâëåíèå ðîñòà ïîïðàâîê ìîæíî óñìîòðåòü è ïðè âû÷èñëåíèè ïîïðàâîê
yi. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ïóàíêàðå � ÷òîáû âû÷èñëèòü
n-þ ïîïðàâêó íàäî n ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî t, è â ðåçóëüòàòå â n-îé ïîïðàâêå
ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ÷ëåíû âèäà Aε−n. Åñëè ε ìàëûé ïàðàìåòð, òîãäà òàêèå ÷ëåíû
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èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ T . Îíè íàçûâàþòñÿ ñåêóëÿðíûìè èëè
âåêîâûìè ÷ëåíàìè. Äåëî â òîì, ÷òî â çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè, â êîòîðûõ âèäè-
ìî âïåðâûå ïðèìåíÿëèñü ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, òàêèå ÷ëåíû íà÷èíàþò
âëèÿòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè ïîïûòêàõ ðàññìîòðåíèÿ ôîð-
ìàëüíûõ ðåøåíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.

11.4 Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå Ëèíäøòåäòà

Ïîñòðîèì äðóãîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîãî � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ïî âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî, îäíàêî, ïðèäåòñÿ äîïóñòèòü, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ðÿäà
ïî ε ñàìè çàâèñåëè îò ε. Ïîýòîìó ýòîò ðÿä íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ε ïåð-
âîãî èíòåãðàëà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â òåîðåìå Ïóàíêàðå.

Áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî ε â âèäå:

u(t, ε) = u0(t, ε) + εu1(t, ε) + ε2u2(t, ε) + . . . . (54)

Êàæäûé êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî âðåìåíè t ñ íåèç-
âåñòíûì ïîêà ïåðèîäîì T . Äëÿ ýòîãî ïðîùå ïåðåéòè ê íîâîé ïåðåìåííîé τ = tω(ε).
Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ u(τ, ε) â íîâîé ïåðåìåííîé áóäåò èìåòü âèä:

ω2d
2u

dτ2
+ ω2

0u− εu3 = 0. (55)

×àñòîòà ω(ε) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ε.

ω(ε) = ω0 + εω1 + ε2ω2 + . . . . (56)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (55) áóäåì èñêàòü â âèäå:

u(τ, ε) = u0(τ) + εu1(τ) + ε2u2(τ) + . . . . (57)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (57) áóäóò èìåòü âèä:

ω2
0

d2u0

dτ2
+ ω2

0u0 = 0,

ω2
0

d2u1

dτ2
+ ω2

0u1 + 2ω0ω1
d2u0

dτ2
− u3

0 = 0,

ω2
0

d2u2

dτ2
+ ω2

0u2 − 3u2
0u1 + 2ω0ω2

d2u1

dτ2
+ ω2

1

d2u0

dτ2
= 0,
. . . .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u0:

u0(τ) = A0 cos(τ + φ0).

Óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè èìååò âèä:

ω2
0

d2u1

dτ2
+ ω2

0u1 = A3
0 cos3(τ + φ0)− 2ω0ω2A0 cos(τ + φ0).
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Ïðàâóþ ÷àñòü óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ ñ ðàçíûìè ÷àñòîòà-
ìè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè:

cos3(α) =
1
2

cos(α)(1 + cos(2α)) =
1
2

cos(α) +
1
4

cos(3α) +
1
4

cos(α).

Òîãäà

A3
0 cos3(τ + φ0)− 2ω0ω2A0 cos(τ + φ0) =

3
4
A3

0 cos(τ + φ0) +
1
4

cos(3(τ + φ0)).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè îãðàíè÷åíî, åñëè â óðàâíåíèè êî-
ýôôèöèåíò ïðè ðåçîíàíñíîì ñëàãàåìîì � cos(τ + φ0) ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî ω1

äîëæíî áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

2ω0ω1 −
3
4
A3

0 = 0.

Òî åñòü:

ω1 =
3

8ω0
A3

0.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè èìååò âèä:

u1(τ) = A1 cos(τ + φ0) +B1 sin(τ + φ0)−
1

8ω2
0

cos(3(τ + φ0)).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïîïðàâêà îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π ïî ïà-
ðàìåòðó τ . Äàëüøå òðåáîâàíèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî τ ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó
îïðåäåëåíèþ ïîïðàâîê un(τ) è ωn. Îíè çàâèñÿò îò âñåõ ïîïðàâîê ñ ìåíüøèìè èí-
äåêñàìè.

Ïîñòðîåííàÿ àñèìïòîòèêà èíòåðåñíà òåì, ÷òî õîòÿ ïåðèîä ðåøåíèÿ ïî íîâîé
ïåðåìåííîé èçâåñòåí è ðàâåí 2π, ÷àñòîòà ω(ε) íåèçâåñòíà è êîýôôèöèåíòû å¼ ðàç-
ëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â èñõîäíîé ïåðåìåííîé t èìååò âèä:

u(t, ε) = A0 cos((ω0 + ε
3

8ω0
A3

0 + . . .)t+ φ0) +

ε

(
A1 cos(τ + φ0) +B1 sin(τ + φ0)−

1
8ω2

0

cos(3(τ + φ0))
)

+ . . . . (58)

Ïîñòîÿííûå A0, φ0, A1, B1 � ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ. Ýòî ðåøåíèå � ïå-
ðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè t. Ìîæíî ïîêàçàòü � òàê ïîñòðîåííûé ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε
ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ýòîò ðÿä ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñóììèðîâàòü â ðÿäó
ïðÿìîé òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòóùèå ïî t ñëàãàåìûå.

Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó � u2.

11.5 Ëèòåðàòóðà

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü
Í.Í. Ìîèñååâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè.
Àðíîëüä Â.È. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Çàñëàâñêèé Ã.Ì., Ñàãäååâ Ð.Ç. Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ ôèçèêó.
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12 ÊÀÌ-òåîðåìà

Â ýòîé ëåêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåèíòåãðèðóåìûå âîçìóùåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ
ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçó÷àþòñÿ íåðåçîíàíñíûå êîëå-
áàíèÿ. âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà. Èõ èññëåäîâàíèå ïðèâîäèò, âî-ïåðâûõ,
� ê íåîáõîäèìîñòè óòî÷íåíèÿ òåðìèíà "íåðåçîíàíñíûé", âî-âòîðûõ, � ê îáùåé
ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è î íåðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèÿõ. Òàêàÿ çàäà÷à è îòâåò íà íåå
ñôîðìóëèðîâàíû â çíàìåíèòîé òåîðåìå Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà. Ïðèâåäå-
íî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àðíîëüäà.

12.1 Íåðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ

Ðàññìîòðèì äâà òèïà íåðåçîíàñíûõ êîëåáàíèé � âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ è îáùåå
ðåøåíèå â âèäå óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëó-
æèò îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà ïîä äåéñòâèåì íåðåçîíàíñíîé âíåøíåé ñèëû.

12.1.1 Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

Öåëü ýòîãî ïóíêòà � âûÿâèòü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå
ðåøåíèå â âèäå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé, àíàëèòè÷åñêîãî ïî ε. Ïåðèîä èñêîìî-
ãî ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàâåí ïåðèîäó âûíóæäàþùåé ñèëû. Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå
ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Â òåîðèè êîëåáàíèé îíî ñîîòâåòñòâóåò âûíó-
æäåííûì êîëåáàíèÿì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Äóôôèíãà ñ âûíóæäàþùåé ñèëîé.

u′′ + ω2
0u− u3 = ε sin(Ωt).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå:

u(t, ε) = εu1(t) + ε2u2(t) + ε3u3(t) + . . . . (59)

Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå. Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-
ïåíÿõ ïàðàìåòðà ε, Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ:

u′′1 + ω2
0u1 = sinΩt,

u′′2 + ω2
0u2 = 0,

u′′3 + ω2
0u3 = u3

1(t),
. . . .

Ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

u1(t) =
1

ω2
0 − Ω2

sin(Ωt),

u2 = 0,

u3(t) =
3 sin(Ωt)

4(ω2
0 − Ω2)4

− sin(3Ωt)
4(ω2

0 − 9Ω2)(ω2
0 − Ω2)3

,

. . . .



12 ÊÀÌ-òåîðåìà 75

Èç ôîðìóë äëÿ u1 è u3 ñëåäóåò, åñëè ω0 6= ±Ω òîãäà â ïåðâîé ïîïðàâêå íåò
ðåçîíàíñà. Â òðåòüåé ïîïîðàâêå ðåçîíàíñà íåò, åñëè âûïîëíåíî ÷åòûðå óñëîâèÿ:
ω0 6= ±Ω è ω0 6= ±3Ω. Ìîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî â ïîïðàâêå 2n+1 íåò ðåçîíàíñà, åñëè
ω0 6= ±(2j + 1)Ω, j = 0, 1, 2, . . . , (n− 1).

Åñëè âûïîëíåíî ñ÷åòíîå ÷èñëî óñëîâèé âèäà:

ω0 6= (2j + 1)Ω, j ∈ Z,

òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì ðàâíûì
ïåðèîäó âîçìóùàþùåé ñèëû. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε.

12.1.2 Óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå Äóôôèíãà:

u′′ + ω2
0u− u3 = ε exp(iΩt) + .c..

Ïîä îáîçíà÷åíèåì c.c. ïðÿ÷óòñÿ ñëîâà "êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå".
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà áóäåì ñòðîèòü äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ôîð-

ìàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñòðîèòü ýòî ðåøåíèå áóäåì ìåòîäîì Ëèíäøòí-
äòà, ðàçîáðàííîì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Êàê èçâåñòíî, ÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ðåøå-
íèÿ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Â ìåòîäå Ëèíäøòåäòà äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñ òàêèì ñâîéñòâîì äåëàåòñÿ çàìåíà
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

τ = ωt.

Ïðè÷åì
ω = ω0 + ε2ω2 + ε4ω4 + . . . .

Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

ω2d
2u

dτ2
+ ω2

0u− u3 = ε exp(iντ) + .c..

çäåñü ν = Ω
ω .

Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε:

u(τ, ε) = ε
1
u (τ) + ε3

3
u (τ) + ε5

5
u (t) + . . . .

Ïîäñòàâèì ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå. Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0). Çäåñü ε0 = const > 0. Äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèÿõ ïàðàìåòðà ε äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Òàêèå ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè ôóíêöèè â ôîðìàëüíîì ðåøåíèè � öåëûå ñòåïåíè ïàðàìåòðà

ε. Äëÿ êàæäîãî
n
u ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Â ÷àñòíîñòè:

ω2
0

1
u ′′ + ω2

0
1
u= f exp(iντ) + c.c.
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

1
u (τ) = A exp(iτ) +

f

ω2
0(1− ν2)

exp(iντ) + c.c.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ν 6= 1.
Óðàâíåíèå ïðè ε3:

ω2
0

3
u ′′ + ω2

0
3
u=

1
u3(τ)− 2ω0ω2

d2

dτ2

1
u +c.c..

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû äëÿ
1
u ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

1
u3(τ)− 2ω0ω2

d2

dτ2

1
u +c.c. = A3 exp(3iτ) +

(
f

ω2
0(1− ν2)

)3

exp(3iντ) +

3|A|2A exp(iτ) +
3|f |2f

(ω2
0(1− ν2))3

exp(iντ) + 3A2 f

ω2
0(1− ν2)

exp(2iτ + iντ) +

3A
f2

(ω2
0(1− ν2))2

exp(iτ + 2iντ) + 3A
|f |2

(ω2
0(1− ν2))2

exp(iτ) +

3A∗
f2

(ω2
0(1− ν2))2

exp(−iτ + 2iντ) + 3(A∗)2
f

(ω2
0(1− ν2))

exp(−2iτ + iντ) +

3|A|2 f

ω2
0(1− ν2)

exp(iντ) + 2ω0ω2A exp(iτ) + 2ω0ω2
fν2

ω2
0(1− ν2)

exp(iντ) + c.c..

Ê ðàñòóùèì ïî τ ñëàãàåìûì â ðåøåíèè ïðèâîäÿò ñëàãåàìûå èç ïðàâîé ÷àñòè
c ýêñïîíåíòîé âèäà: exp(iτ). Äëÿ ðàâíîìåðíîñòè ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ Ëèíä-
øòåäòà ñóììà òàêèõ ñëàãàåìûõ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ:

ν 6= 1, −2 + ν 6= 1, 3ν 6= 1.

Òîãäà òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ
3
u ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ω2:

3|A|2A+
3A|f |2

ω2
0(1 + ν2)2

+ 2ω0ω2A = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê ÷àñòîòå:

ω2 =
−1
2ω0

(
3|A|2 +

3|f |2

ω2
0(1 + ν2)2

)
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ
3
u:

3
u (τ) =

3
B3,0

exp(3iτ)
1− 9

+
3
B2,1

exp(2iτ + iντ)
1− (1 + 2ν)2

+
3
B1,2

exp(iτ + 2iντ)
1− (2 + ν)2

+

3
B−1,2

exp(−iτ + 2iντ)
1− (−1 + 2ν)2

+
3
B−2,1

exp(2iτ + iντ)
1− (−2 + ν)2

+
3
B0,3

exp(3iντ)
1− (3ν)2

+ c.c..
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Òàê æå ñòðîÿòñÿ è ñëåäóþùèå ïîïðàâêè ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ Ëèíäøòåäòà.
Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ (2n+ 1)-é ïîïðàâêè ñîäåðæèò îñöèëëèðóþùèå ýêñïî-
íåíòû ñ ÷àñòîòàìè k + lν, ãäå |k| + |l| = 2n + 1, k, l ∈ Z. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
âîçìóùåíèå íåðåçîíàíñíîå, òî åñòü

k + lν 6= ±1, l 6= 0, l, k ∈ Z.

Â ýòîì ñëó÷àå â ïîïðàâêàõ ïîÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå âèäà:

m
Bk,l

exp(ikτ + ilντ)
(1− (k + lν)2)

. m = 2n− 1, n ∈ N.

Ïðè áîëüøèõ m ñðåäè ïðèâåäåííûõ ñëàãàåìûõ åñòü ñëàãàåìûå ñ ìàëûìè çíàìå-
íàòåëÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ñàìè ñëàãàåìûå âåëèêè. Äåéñòâèòåëüíî ÷èñëî k + lν
ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà k è l ñäåëàòü áëèçêèì ê åäèíèöå:

|kω + lΩ− 1| → 0, |k|+ |l| → ∞.

Ïðèñóòñòâèå â êîýôôèöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ ïî ε áîëüøèõ ñëàãàåìûõ âîîáùå ãîâîðÿ
ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðèãîäíîñòè ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ â òàêîì âèäå.

12.2 Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè.

Çàäà÷ó î âîçìóùåíèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â íàèáî-
ëåå ïðîñòîì âèäå � êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-
óãîë. Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåííîé ñèñòåìû èìååò âèä:

H(I, θ, t; ε) = H0(I) + εH1(I, θ, t).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà:

I ′ = −ε∂H1

∂θ
, θ′ = ω(I) + ε

∂H1

∂I
, (60)

ãäå ω(I) = ∂IH0.
Çàäà÷ó îá èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (60) Ïóàíêàðå íàçâàë îñíîâíîé çàäà÷åé ìåõà-

íèêè.

12.3 Àäèàáàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû

Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ ãàìèëüòîíèàíîì,
íåçàâèñÿùèì îò âðåìåíè. Ïåðåìåííóþ äåéñòâèÿ è ïåðåìåííóþ òèïà óãîë áóäåì
èñêàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε:

I(t, ε) = I0(t) + εI1(t) + ε2I2(t) + . . . ,

φ(t, ε) = φ0(t) + εφ1(t) + ε2φ2(t) + . . . .
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Ïîäñòàâèì ýòè ðÿäû â ñèñòåìó óðàâíåíèé (60). Ðàçëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ ôóíêöèè
â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ε è ïðèðàâíÿåì â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ è ïåðâûõ ïîïðàâîê ïîëó÷èì:

I ′0 = 0, I ′1 = −∂H1

∂φ
(I0, φ0),

φ′0 = ω(I0), φ1 = ω′(I0)I1 +
∂H1

∂I
(I0, φ0).

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ ïðîñòî íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåð-
âàÿ ïîïðàâêà I1, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âðåìåíè, îäíàêî, åå èçìåíåíèå çà ïåðèîä
ðàâíî íóëþ. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ïåðèîäó óðàâíåíèå äëÿ I1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû
çà ïåðèîä ìåíüøå ïîðÿäêà âîçìóùåíèÿ. Âåëè÷èíû, ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ êîòîðûõ
ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê âîçìóùåíèÿ, íàçûâàþòñÿ àäèàáàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè.

12.4 Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèì ãàìèëü-
òîíèàíîì:

H = H(I, φ, ε).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííûì φ ∈ Tn.
Êðîìå òîãî

H(I, φ, 0) = H0(I),
∣∣∣∣∂2H0

∂I2

∣∣∣∣ 6= 0.

Òî åñòü ãëàâíûé ÷ëåí â ðÿäó Òåéëîðà ïî ε íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ φ è íåâûðî-
æäåí.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè åùå îäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè êîòîðîì áóäåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèìåì îáîçíà÷åíèå:

ωj =
∂H0(I)
∂Ij

, j = 1, . . . , n.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âîçìóùåíèå íåðåçîíàíñíî, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
ω1, . . . , ωn ðàöèîíàëüíî íåçâàèñìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:∣∣∣∣ n∑

ν=1

jνων

∣∣∣∣−1

≤ C0

( n∑
ν=1

∣∣∣∣jν ∣∣∣∣)τ

,

ãäå j1, . . . , jn ∈ Z. Èç òåîðèè ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó Ëèóâèëëÿ) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè τ ≥ n äëÿ ïî÷òè âñåõ ω íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çíàìåíèòóþ òåîðåìó Êîëìîãîðîâà:
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Òåîðåìà 1 (Êîëìîãîðîâ) Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| ñóùåñòâóåò âåùåñòâåí-
íî àíàëèòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå φ = u(ξ, η, ε), I = v(ξ, η, ε), ãäå (u − ξ) è v �
ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ξ, òàêèå, ÷òî ïðè ε = 0:

φ = ξ, η′ = 0.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(I, φ, ε)
â ñèñòåìó

ξ′ = ω, η′ = 0.

Ãîðàçäî áîëåå èçâåñòíî ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû, êîòîðîå òàêæå ÷àñòíî íàçûâàþò
òåîðåìîé Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà.

Ñëåäñòâèå. Ïðè ìàëûõ ε è η = 0 ñóùåñòâóþò óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(I, φ, ε):

φ = u(ωt+
0
ξ, 0, ε), I = v(ωt+

0
ξ, 0, ε).

Çäåñü ω = ∂IH0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà äðóãîé òîåðåìå

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
φ′ = ω + εf̂(φ, ε).

Çäåñü f̂(φ, ε) � âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåíûõ φ ∈ Tn, òàêàÿ,
÷òî ïðè ìàëûõ φ f̂(φ, ε) = O(|φ|2, òî åñòü ðàçëîæåíèå Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñ êâàä-
ðàòè÷íûõ ïî φ ñëàãàåìûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω1, . . . , ωn ðàöèîíàëüíî íåçâàèñìû è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: ∣∣∣∣ n∑

ν=1

jνων

∣∣∣∣−1

≤ C0

( n∑
ν=1

∣∣∣∣jν ∣∣∣∣)τ

,

ãäå j1, . . . , jn ∈ Z. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè τ ≥ n äëÿ ïî÷òè âñåõ ω íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 2 (Àðíîëüä) Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå:

φ = u(ξ, ε) = ξ + û(ξ, ε)

è ïîñòîÿííûé âåêòîð
λ = λ(ε), λ(0) = 0,

òàêèå, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìó

φ′ = ω + εf̂(φ, ε) + λ

ïåðåâîäèò â ñèñòåìó
ξ′ = ω.

Çàìå÷àíèå.Þ. Ìîçåð íåçàâèñèìî îò Êîëìîãîðîâà è Àðíîëüäà äîêàçàë òåîðå-
ìû ýòè òåîðåìû äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
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12.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àðíîëüäà

Â ýòîé ëåêöèè, ñëåäóÿ êíèãå Þ. Ìîçåðà, ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àð-
íîëüäà. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Ñ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî îçíàêî-
ìèòüñÿ â öèòèðóåìîé êíèãå Þ.Ìîçåðà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëñòâó òåîðåìû Àðíîëüäà. Èñêîìîå îòîáðàæåíèå äîëæíî
óäîâëåòîðÿòü ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòâàì âûðàæåíèå
äëÿ φ â ñèñòåìó óðàâíåíèé èç nåîðåìû Àðíîëüäà:

ξ′uξ = ω + εf̂(u, ε) + λ.

Â ñèëó óðàâíåíèÿ äëÿ ξ′ = ω ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ û:

(ω, uξ) = ω + εf̂(ξ + û, ε) + λ.

Ðåøåíèå ýòîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì ñòðîèòü ìåòîäîì èòåðàöèé. Â
êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì ôóíêöèþ

u1(ξ, ε) = ξ + ε
1
u (ξ, ε).

Ïàðàìåòð λ çàðàíåå íåèçâåñòåí. Åãî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà èòåðàöèé. Ïåðîâå ïðèáëèæåíèå äëÿ λ âûáèðàåòñÿ â ôîðìå:

λ = ελ1.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ
1
u èìååò âèä:

(ω,
1
uξ) = f̂(ξ + εû1, ε) + λ1.

Ëèíåàðèçóåì åãî íà ξ. Òî åñòü îòáðîñèì êâàäðàòè÷íûå ïî
1
u ÷ëåíû. Òîãäà óðàâ-

íåíèå äëÿ
1
u ñòàíåò ëèíåéíûì:

(ω,
1
uξ) = f̂(ξ, ε) + λ1.

Ïàðàìåòð λ âûáåðåì òàê, ÷òîáû ñðåäíåå ïî ξ ∈ Tn ðàâíÿëîñü íóëþ, òî åñòü:

λ1 = −
∫

ξ∈Tn
f(ξ, ε)dξ.

Îòáðîøåííûå ÷ëåíû èìåþò êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê ïî
1
u, òî åñòü O(ε).
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12.5.1 Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ïðèäåòñÿ ðåøàòü íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè ïîýòîìó
ìåòîä åãî ðåøåíèÿ è îòâåò ëó÷øå âûäåëèòü â îòäåëüíûé ïóíêò. Ñôîðìóëèðóåì
ðåçóëüòàò â âèäåæ Ðàçëîæèì ôóíêöèþ èç ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä Ôóðüå:

f̂(ξ, ε) =
∑

k∈Zn

fk exp(i(k, ξ)).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ
ïî x ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ â ðÿä Ôóðüå:

1
u (ξ, ε) =

∑
k∈Zn

1
uk exp(i(k, ξ)).

Ïîäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â óðàâíåíèå:

i
∑

k∈Zn

(ω, k)
1
uk exp(i(k, ξ)) =

∑
k∈Zn

fk exp(i(k, ξ))− λ1.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè v ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå:

i(ω, k)
1
uk= fk

èëè
1
uk=

−ifk

(ω, k)
.

Ôóíêöèÿ
1
u:

1
u (ξ, ε) =

∑
k∈Zn

−ifk

(ω, k)
exp(i(k, ξ)).

Ýòî ðåøåíèå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ôîðìàëüíûõ âûêëàäîê. Òåïåðü íåîáõîäèìî
óñòàíîâèòü ñõîäèòñÿ ëè ðÿä Ôóðüå. Äåëî â òîì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå åñòü ìàëûå çíàìåíàòåëè â âûðàæåíèè 1/(ω, k).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ f(ξ, ε) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè âåùåñòâåí-
íîé îñè� ïðè |=ξ| ≤ δ. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðî ïðè ðîñòå |k|. Äåéñòâèòåëüíî:

|fk| =
1

(2π)n

∣∣∣∣ ∫
Tn

f(ξ, ε) exp(−i(k, ξ))dξ
∣∣∣∣.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðè-
ðîâàòü ìîæíî ïðè =ξ = −iδ. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

|fk| =
1

(2π)n

∣∣∣∣ ∫
Tn,=ξ=−iδ

f(ξ, ε) exp(−i(k, ξ))dξ
∣∣∣∣ ≤ C exp(−δ|k|).

Çäåñü = const > 0.
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Îöåíêà âåëè÷èíû ìàëûõ çíàìåíàòåëåé:∣∣∣∣ n∑
ν=1

jνων

∣∣∣∣−1

≤ C0

( n∑
ν=1

∣∣∣∣jν ∣∣∣∣)τ

, τ = const > n− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç-çà ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f ðÿä

Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè
1
u (ξ, ε) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Áîëåå òîãî, âîñïîëüçîâàâøèñü

îöåíêîé äëÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f ìîæíî
ïîëó÷èòü îöåíêó ðåøåíèÿ

| 1
u (ξ, ε)| ≤ const

∑
k∈Zn

|k|τ exp(−δ|k|).

Âîñïîëüçîâàâøñü îöåíêîé ñóììû ÷åðåç èíòåãðàë:∫ ∞

0
kτ exp(−δk)dk =

−1
δ
kτ exp(−δk)

∣∣∣∣∞
0

+
1
δ

∫ ∞

0
τkτ−1 exp(−kδ) = . . . = const δ−τ .

Òîãäà:

| 1
u (ξ, ε)| ≤ const δ−τ .

12.6 Ìåòîä áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ èòåðàöèé

Òåïåðü îïðåäåëèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïóñòü ïðèáëèæåíèå un−1(ξ, ε), λn−1

ïîñòðîåíî. Òîãäà ïðèáëèæåíèå n+ 1 îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:

un(ξ, ε) = un−1(ξ, ε) + εn
n
u, λn = λn−1 + εn

n
λ .

Óðàâíåíèå äëÿ
n
u ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûå ïî εn−1 ÷ëåíû. Ïîýòîìó εn = ε2n−1.

(ω,
n
uξ) = fn−

n
λ .

Çäåñü

fn(ξ, ε) =
(
f(un−1 + εn

n
u, ε)− f(un−1, ε)

)
1
εn
.

Ïàðàìåòð
n
λ îïðåëåÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèå äëÿ

n
u:

n
λ=

∫
Tn

fndξ.

Çàäà÷à äëÿ
n
u ðåøàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îöåíèì îáëàñòü,

â êîòîðîé áóäåò äåéñòâîâàòü ïðèáëèæåíèå un. Ïî ñðàâíåíèþ ñ (n − 1)-ì ïðèáëè-
æåíèåì ñäâèã ïðîèçîéäåò íà εn èëè â ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíîìó ïàðàìåòðó ε �
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íà O

(
ε2

n−1

)
. Âî-ïåðâûõ, � î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, îïðåäå-

ëåííûå òàêèì îáðàçîì ñõîäÿòñÿ. Âî-âòîðûõ, � ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçîéäåò íà

∞∑
n=1

(ε2
n−1δ−τn) = const ε.

Òî åñòü ε ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ïðè ïîñëåäîâàòåëüíõ ïðèáëè-
æåíèÿõ íå âûéòè çà ãðàíèöó îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f(ξ, ε).

Òåîðåìà äîêàçàíà

12.7 Ëèòåðàòóðà

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü
Í.Í. Ìîèñååâ, Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè.
Þ. Ìîçåð, ÊÀÌ-òåîðèÿ è ðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè.
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13 Ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ. Òåîðåìà î íåèíòåãðèðóå-
ìîñòè

Ïîñòðîåíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà ñ ðåçîíàíñíûì âîçìó-
ùåíèåì. Ýòî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåàíàëèòè÷íî ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ ε�
îíî ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ε. Ïðèâåäåíî ïîíÿòèå î äèôôóçèè
Àðíîëüäà â ñèñòåìàõ ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äîêàçàíà òåîðåìà î íåèíòå-
ãðèðóåìîñòè ðåçîíàíñíî âîçìóùåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

13.1 Ðåçîíàíñ â íåëèíåéíîì óðàâíåíèè

Ïîñòðîèì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà, êîãäà ÷à-
ñòîòà âîçìóùàþùåé ñèëû ðàâíà ÷àñòîòå ëèíåéíîé ÷àñòè ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ.

u′′ + u− u3 = ε sin(t). (61)

Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá � ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî
ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûé ïðèâåë ê óñïåõó, êîãäà èçó÷àëèñü âû-
íóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Äëÿ ýòîãî, êàê âñåãäà, ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå
ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε.

u(t, ε) = εu1(t) + ε2u2(t) + ε3u3(t) + . . . .

Óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè
ðÿäà â óðàâíåíèå (61).

u′′1 + u1 = sin(t), u1(t) = −t cos(t);
u′′2 + u2 = 0, u2 = 0;

u′′3 + u3 = −t3 cos3(t), u3 = −t4 3
16

sin(t) + ÷ëåíû ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî t

. . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ïðèâîäèò ê ôîðìàëüíîìó ðåøåíèþ ñ íåïåðèîäè-
÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè εj , j ∈ N. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ïåðèîä
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà çàâèñèò îò àìïëèòóäû ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, èç ïðÿ-
ìîãî ðàçëîæåíèÿ âèäíî� ãëàâíûé ÷ëåí ðåøåíèÿ ðàñòåò ïî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ñëåäóåò íà÷èíàòü ïîñòðîåíèÿ ñ
ïîïðàâîê áîëüøèõ, ÷åì ε. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíèòñÿ è ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Îíà óæå
áóäåò îòëè÷íà îò ÷àñòîòû âîçìóùàþùåé ñèëû, è ñèñòåìà íå áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ðåçîíàíñå.

Çàìåíèì ïåðåìåííóþ τ = t/ω, óðàâíåíèå â ïåðåìåííîé τ áóäåò èìåòü âèä:

ω2u′′ + u− u3 = ε sin(τω).
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Â ïðÿìîì ðàçëîæåíèè ðàñòåò è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ è âñå ïîñëåäóþùèå. Ïî-
ýòîìó ïîðÿäîê ãëàâíîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì ε. Áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

u(t, ε) = ε1/3u1 + ε2/3u2 + εu3 + ε4/3u4 + ε5/3u5 + ε2u6 + . . . .

×àñòîòó ω(ε) òàêæå áóäåì ñòðîèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε1/3.

ω(ε) = 1 + ε1/3ω1 + ε2/3ω2 + εω3 + ε4/3ω4 + ε5/3ω5 + . . . .

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

u′′1 + u1 = 0,
u′′2 + u2 = −2ω1u1,

u′′3 + u3 = sin(t) + u3
1,

u′′4 + u4 = 3u2
1u2,

u′′5 + u5 = 3u2
1u3, . . . .

Óðàâíåíèå äëÿ u1 èìååò ðåøåíèå:

u1 = A1 sin(τ) +B1 cos(τ).

Çäåñü àìïëèòóäà êîëåáàíèé åùå íå îïðåäåëåíà. Îíà îïðåäåëèòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé äëÿ ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ â ýòèõ ïîïðàâêàõ ðàñòóùèõ
ñëàãàåìûõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ω1 = 0, u2 = 0.

Íàøà çàäà÷à � ïîäîáðàòü àìïëèòóäó ïåðâîé ïîïðàâêè è ïåðâóþ ïîïðàâêó ÷à-
ñòîòû òàê, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ u3 íå áûëî ñëàãàåìûõ,
ïðèâîäÿùèõ ê ðåçîíàíñó. Âûïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ

f3 = sin(t) + (A1 sin(t) +B1 cos(t))3.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âèäà ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëà-
ìè:

(A1 sin(t) +B1 cos(t))3 = A3
1 sin(t) + 3A2

1B1 sin2(t) cos(t)+

+3A1B
2
1 sin(t) cos(t) +B3

1 cos3(t) =
3
4
(A3

1 +A1B
2
1) sin(t) +

3
4
(B3

1 +B1A
2
1) cos(t)+

+
1
4
(3A1B

2
1 −A3

1) sin(3t) +
1
4
(−3A2

1B1 +B3
1) cos(3t).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â òðåòüåé ïîïðàâêå íåò ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ, åñëè

B1 = 0, A3
1

3
4

= 1,
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èëè

A1 =
(

4
3

)1/3

.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ u3 ïðèìåò âèä:

u′′3 + u3 = −1
3

sin(3t).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

u3 = − 1
24

sin(3t) + (A3 sin(t) +B3 cos(t)).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u4 ïðèìåì ðàâíûì íóëþ, à êîýôôèöèåíòû A3 è B3 áó-
äåì ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ u5 íå áûëî ðåçîíàíñíûõ
ñëàãàåìûõ.

f5 = 3A2
1 sin(t)(A3 sin(t) +B3 cos(t)− 1

24
sin(3t)).

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñòåïåíåé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ôóíêöèÿì êðàòíûõ óãëîâ, ïîëó÷èì:

f5 = 3A2
1A3(

3
4

sin(t)− 1
4

sin(3t)) + 3A2
1B3 sin2(t) cos(t)− 1

8
A3

1(−
1
4

sin(5t)− 1
4

sin(t)).

Òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿí-
íûõ A3 è B3.

A3 = − 1
54
, B3 = 0.

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u5. Â ýòîì ðåøå-
íèè åñòü äâå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû ïðè ïîñòðîåíèè ñëåäóþùèõ
ïîïðàâîê.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (61) èìååò âèä

u(t, ε) = ε1/3 sin(t)− ε(
1
24

sin(3t) +
1
54

sin(t)) + ε5/3u5(t) + . . . .

Ýòî ðåøåíèå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî äðîáíûìè ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ, è
ãëàâíûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ èìååò áîëüøèé ïîðÿäîê, ÷åì ñàìî âîçìóùåíèå.

13.2 Ðåçîíàíñíûå ìíîæåñòâà

Îäíîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì, òèïà ðàñìîò-
ðåííîé âûøå, îáû÷íî íàçûâàþò äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ðåçîíàíñíûå ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â òàêèõ ñè-
ñòåìàõ ïðèâîäÿò ê èçìåíèþ ãëàâíîãî ÷ëåíà íà âåëè÷èíû ïîðÿäêà ε1/3. Ðàññìîòðèì
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äâóìåðíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó:

I ′1 = −ε∂H1

∂φ1
(I, φ),

I ′2 = −ε∂H1

∂φ2
(I, φ)

φ′1 = ω1(I) + ε
∂H1

∂I1
(I, φ, t),

φ′2 = ω2(I) + ε
∂H1

∂I2
(I, φ, t).

Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

kω1(I) + lω2(I) = 0, k, l ∈ Z,

ñîîòâåòñòâóþò ðåçîíàíñàì. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ñî-
äåðæàò íåïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè, ïîýòîìó ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ ìî-
ãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïëîñêîñòü (ω1, ω2), òîãäà ðåøåíèÿ ðåçîíàíñíîãî óðàâíåíèÿ �
ïðÿìûå ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ñèñòåìà � ãàìèëüòîíîâà, òî åñòü:

H0(I) + εH1(I, φ, ε) = const.

Òîãäà íà ïëîñêîñòè (ω1, ω2) çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà, ëåæàò íà êðèâîé. Ìàëûå îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèé ýòîé êðèâîé ñ ðåçî-
íàíñíûìè ïðÿìûìè � îáëàñòè ðåçîíàíñîâ. Ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû, à ñëåäîâàòåëüíî
è ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò ðåçîíàíñ � ëåæàò â ìàëûõ, íåñâÿç-
íûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé äîïóñòèìûõ ÷àñòîò è ðåçîíàíñíûõ
ïðÿìûõ. Ïðè âûõîäå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èç ðåçîíàíñíûõ � ïðàâûå ÷à-
ñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íèõ ñòàíîâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, è ñèñòåìà
âûõîäèò èç ðåçîíàíñà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçîíàíñû â
ïðîñòðàíñòâå ÷àñòîò (ω1, ω2, ω3)� ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Îäíàêî, â îòëè÷èè îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìûì.
Ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå:
ω1 = ω1(I1, I2, I3), ω2 = ω2(I1, I2, I3), ω3 = ω3(I1, I2, I3). Ýòà ïîâåðõíîñòü ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ ðåçîíàíñíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.
Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîãóò ìåäëåííî äðåéôîâàòü ïî îêðåñòíî-
ñòÿì ðåçîíàíñíûõ ëèíèé. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôóçèåé Àðíîëüäà. Â èçâåñò-
íûõ ïðèìåðàõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì äðåéô ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò ñ
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ñêîðîñòüþ.
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13.3 Îòñóòñòâèå àíàëèòè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

Íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà èìååò n íåçàâèñèìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è èíòåðèðóåò-
ñÿ ïî Ëèóâèëëþ. Çíàÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ èíòåãðàëîâ, ìîæíî ïåðåïèñàòü
ãàìèëüòîíèàí â âèäå:

H0(p, q) = H0(I).

Çäåñü I � ïåðåìåííûå òèïà äåéñòâèÿ. Äëÿ ïåðåõîäà ê òàêîìó âèäó ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé S(∂pH, q),
ïîñòðîåííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ îá èíòåðèðóåìîñòè. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû óæå ïðîâåäåíî.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

H(I, φ, ε) = H0(I) + εH1(I, φ).

Ïóñòü ôóíêöèè H0 è H1 àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ è H1 �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò φ ñ ïåðèîäîì 2π.

Åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: "Åñòü ëè ó âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïîëíûé íàáîð
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ òàê æå êàê è âîçìóùåíèå àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò
íàáîðà ïàðàìåòðîâ I, φ è ε?". Äëÿ âîçìóùåíèé îáùåãî âèäà îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ ïîëó÷åí Ïóàíêàðå. Îêàçûâàåòñÿ, òàêèõ èíòåãðàëîâ íåò! Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî
äîâîëüíî-òàêè íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ âîçìóùåí-
íûì ãàìèëüòîíèàíîì èìååò âèä:

I ′ = −ε∂H1

∂φ
, φ′ =

∂H0

∂I
+ ε

∂H1

∂I
.

Óäîáíî îáîçíà÷èòü ω = ∂IH, Φ = ∂φH1(I, φ). Ðàçëîæèì âåêòîð Φj â ðÿä Ôóðüå:

Φj =
∑

α∈Zn

Φα
j (I) exp(i(α, φ)).

Ìíîæåñòâîì Ïóàíêàðå P íàçûâàåòñÿ ìíîæñòâî òî÷åê I, òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû
äâà óñëîâèÿ.

1) Äëÿ I ∈ P ñóùåñòâóåò íàáîð èç n−1-ãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ
n-ìåðíûõ âåêòîðîâ αk ∈ Zn, k = 1, . . . , n− 1, òàêèõ, ÷òî

(αk, ω(I)) = 0.

2) Âåêòîðû Φαk
= (Φαk

1 , . . . ,Φαk

j ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü H0 = (I2

1 + I2
2 )/2, H1 = (I2

1 + I2
2 )(cos(φ) + sin(φ)). Ïåð-

âîìó óñëîâèþ èç îïðåäåëíèÿ ìíîæåñòâà Ïóàíêàðå óäîâëåòâîðÿþò âñå ðàöèíàëü-
íûå òî÷êè (I1, I2) ∈ Q. Îäíàêî, ñðåäè âåêòîðîâ Φαk

íåíóëåâûå òîëüêî âåêòîðû
(1, 0), (−1, 0), (0, 1) è (0,−1). Ïîýòîìó ïåðâîå óñëîâèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî
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äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ α. Ýòà ïðîâåðêà äàåò: äëÿ α = (1, 0). Ïåðâîå
óñëîâèå:

I1 = 0.

Âòîðîå óñëîâèå: (−1
2i

(I2
1 + I2

2 ),
1
2
(I2

1 + I2
2 )
)
6= 0,

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ I1 = 0 áåç òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó Ïóàíêàðå. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàññìîòàðåíèå òðåõ îñòàâøèõñÿ âåêòîðîâ α ïîç-
âîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ïóàíêàðå â ýòîì ïðèìåðå � äâå ïðÿìûå I1 = 0
è I2 = 0 çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè (0, 0).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü H0 = (I2
1 + I2

2 )/2, H1 = (I2
1 + I2

2 )f(φ). Ãäå ôóíêöèÿ

f(φ) =
∑

k∈Z2

fk exp(i(k, φ)).

Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ fk 6= 0, ∀k ∈ Z2. Ïåðâîìó óñëîâèþ ïî-ïðåæíåìó óäî-
âëåòâîðÿþò âñå I1/I2 ∈ Q. Âòîðîå óñëîâèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ òî÷åê, êðîìå òî÷êè (0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ïóíêàðå ñîñòîèò èç âñåõ
òî÷åê I1/I2 ∈ Q.

Òåîðåìà 3 (Ïóàíêàðå) Ïóñòü íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà íåâûðîæäåííà, òî åñòü
|∂2

IH0| 6= 0 â îáëàñòè D. Ïóñòü I0 ∈ D ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà è â îêðåñòíîñòè â
ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U P∩U ïëîòíî. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà âîçìóùåííîé
ñèñòåìû íå èìåþò íåçàâèñèìûõ îò H ïîëíûõ èíòåãðàëîâ â âèäå ôîðìàëüíîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà

F (I, φ, ε) =
∑
j

εjFj(I, φ)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèìè îò I ∈ D è φ ∈ Tn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà ïî ε ñ àíàëèòè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ñóùåñòâóåò è íåâûðîæäåí ïðè ε = 0. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè
ýòîãî èíòåðàëà äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ ïðè ∀ε:

F ′ =
∂F0

∂I
I ′ +

∂F0

∂φ
φ′ + ε

∂F1

∂I
I ′ + ε

∂F1

∂φ
φ′ + . . . = 0.

Ïîäñòàíîâêà ïðîèçâîäíûõ I ′ è φ′ èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà äàåò:

F ′ =
∂F0

∂φ
ω(I) + ε

(
∂F0

∂I
Φ +

∂F1

∂φ
ω(I)

)
+ . . . = 0. (62)

Òîãäà ïðè ε0 ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå:

∂φF0ω = 0.
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Ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

n∑
j=0

∂φj
F0ωj = 0.

Ôóíêöèÿ F0 ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî φ, òàê êàê ïî óñëîâèþ φ ∈ Tn. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ óäîáíî ïåðåéòè ê óðàâíåíÿì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè F0

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè, ëèíåéíûìè è îäíîðîäíûìè.
Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä Ôóðüå äëÿ F0:

F0 =
∑

k∈Zn

F k
0 exp(i(k, φ)).

Óðàâíåíèå äëÿ F0:
n∑

j=0

ωj

∑
k∈Zn

ikjF
k
0 exp(i(k, φ)) = 0

èëè

i
∑

k∈Zn

F k
0 exp(i(k, φ))

n∑
j=0

ωjkj = 0.

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà exp(i(l, φ))è óñðåäíèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðè-
îäàì. Ñëåâà, êîíå÷íî îñòàíåòñÿ íóëü, à ñïðàâà ïðîïàäóò ýêñïîíåíòû è ïîëó÷èòñÿ
ñèñòåìà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå:

(2π)nF l
0(l, ω) = 0.

Â ñêàëàðíîì ïðîèçâåäåíèè ω àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò I ïîýòîìó ñêàëÿíîå ïðîèç-
âåäåíèå íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííûì íóëåì. Ñëåäîâàòåëüíî,

F l
0 = 0.

Òî åñòü F0 íå çàâèñèò îò φ.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ïóàíêàðå ôóíêöèÿ F0 ôóíêöèîíàëüíî çàâè-

ñèò îò H0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå ïîðÿäêà ε â óðàâíåíèè (62). Âû÷èñëèì
åãî êîýôôèöèåíò Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì âñå âûðàæåíèå íà exp(−i(k, φ)) è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîðó Tn:∫

Tn

n∑
j=1

(
∂F0

∂Ij
Φj +

∂F1

∂φj
ωj

)
exp(i(k, φ)dnφ = 0.

Âòîðóþ ñóììó ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:∫
Tn

n∑
j=1

(
∂F1

∂φj
ωj

)
exp(i(k, φ)dnφ = i(k, ω)F k

1 .
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Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: (
∂F0

∂I
,Φk

)
+ i(k, ω)F k

1 = 0.

Çäåñü F k
1 è Φk� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé F1 è Φ. Íà ìíîæåñòâå Ïóàíêàðå ïî

îïðåäåëåíèþ åñòü n öåëëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ k(1), dots, k(n) òàêèõ, ÷òî (k(j), ω) = 0.
Ïîýòîìó íà ýòîì ìíîæåñòâå (

∂F0

∂I
,Φk(j)

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð ∂F0
∂I îðòîãîíàëåí (n−1)-ìó âåêòîðó Φ(kj). Ýòèì æå âåêòîðàì

îðòîãîíàëåí è âåêòîð ∂H0
∂I , òîãäà

rank

∣∣∣∣∣∣∣∣∂F0

∂I
,
∂H0

∂I

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, F0 ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèò îò H0 íà ìíîæåñòâå Ïóàíêàðå:

F0 = F0(H0).

Òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü ôîðìàëüíûé ðÿä:

F (1) =
1
ε

( ∞∑
n=1

Fnε
n − F0(H(I, φ, ε))

)
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ F0(H(I, φ, ε)) � èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, òî è F (1) �
òàêæå ôîðìàëüíûé èíòåãðàë. Â ýòîì èíòåãðàëå ãëàâíûé ÷ëåí � ôóíêöèÿ F1. Ïðè-
ìåíÿÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ F0 ïîëó÷èì, ÷òî F1 = F1(I)
è ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèò îò H0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òàêîé ïîäõîä äëÿ

F (n) =
1
εn

( ∞∑
n=1

Fnε
n −

n−1∑
j=0

Fj

)
.

Ïîëó÷èì, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ïóàíêàðå âñå êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíîãî ðÿäà ôóíê-
öèîíàëüíî çàâèñèìû îò H0. Òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî ïðåäïîëàãàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì,
ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε ñ
àíàëèòè÷åñêèìè (à íà ñàìîì äåëå è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè) êîýôôèöè-
åíòàìè íå ñóùåñòâóåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

13.4 Ëèòåðàòóðà

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ëåêöèè èñïîëüçîâàëèñü
Í.Í. Ìîèñååâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè.
Àðíîëüä Â.È. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Çàñëàâñêèé Ã.Ì., Ñàãäååâ Ð.Ç. Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ ôèçèêó.
Êîçëîâ Â.Â. Ñèììåòðèè, òîïîëîãèÿ è ðåçîíàíñû â ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå.
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14 Àâòîðåçîíàíñ

Âûâåäåíî óðàâíåíèå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà è èññëåäîâàíû åãî ðåøåíèÿ � âñå îíè îãðà-
íè÷åíû. Ýòî ïðåïÿòñòâóåò ðîñòó ðåøåíèÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåçîíàíñíûõ âîç-
ìóùåíèÿõ. Èññëåäîâàíû íåïåðèîäè÷åñêèå ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ. Îáúÿñíåíà ïðè-
ðîäà ÿâëåíèÿ àâòîðåçîíàíñà, îòêðûòîãî Âåêñëåðîì è ÌàêÌèëëàíîì. Èññëåäîâàíû
ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðåçîíàíñà.

14.1 Óðàâíåíèå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà

Â ýòîì ïóíêòå âûâåäåíî àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà. Îíî îïðåäåëÿåò
ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ðåçîíàíñíî âîçìóùåííîãî íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ.

14.1.1 Ëèíåéíûé ðåçîíàíñ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
u′′ + sin(u) = εf sin(t). (63)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

u = ε
1
u +ε3

3
u +ε5

5
u + . . . .

Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-
ïåíÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1
u ′′+

1
u= f sin(t).

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

1
u=

t

4
f exp(it) + c.c..

Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè:

3
u ′′+

3
u=

(
tf

4

)3(
3 exp(it) + exp(3it)

)
+ c.c..

Ïðè t→∞ ðåøåíèå èìååò âèä:

3
u= t4

(−3
436

f3 +
6i
4
f

)
1
8

exp(it) + c.c.+O(t3).

Îáëàñòü ïðèãîäíîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî àíçàöà:

ε3
3
u

ε
1
u
� 1, èëè

ε3t4

εt
� 1, t� ε−2/3,

1
u� ε1/3.
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14.1.2 Óðàâíåíèå ìåäëåííûõ êîëåáàíèé àìïëèòóäû

Îáîçíà÷èì ε2/3t = τ . Ïðè t = O(t−2/3) áóäåì èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå â
âèäå:

u = ε1/3 1
v +ε

2
v +ε5/3 3

v + . . . .

Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå, ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1
v ′′+

1
v= 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

1
v=

1
A (τ, ε) exp(it) + c.c..

Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè:

2
v ′′+

2
v=

1
2
|

1
A |2

1
A exp(it) +

1
6

1
A

3 exp(3it)−

−2i∂τ

1
A exp(it) + f exp(it) + c.c..

Òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè âòîðîé ïîïðàâêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ
1
A:

1
2
|

1
A |2

1
A −2i∂τ

1
A +f = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ãëàâíîãî ðåçîíàíñà. Îíî îïðåäåëÿåò ýâîëþ-
öèþ àìïëèòóäû ðåøåíèÿ èñõîäíîãî âîçìóùåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

14.1.3 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðåçîíàíñà.

Óðàâíåíèå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

H(A) =
1
4
|A|4 + fA∗ + fA.

Ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êàê îáðàòíóþ ôóíê-
öèþ èíòåãðàëà:

τ = i

∫ A

H(u)=h

du
1
2 |u|2u+ f

.

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âäîëü êðèâîé

1
4
|u|4 + fu∗ + fu = h.

Ïîñòîÿííàÿ h îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó÷àåìîãî
ðåçîíàíñíîãî ðåøåíèÿ ïðè τ = 0 íà÷àëüíîå óñëîâèå A = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, h = 0.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðåçîíàíñà � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåí-
íûì ïåðèîäîì:

T (h) = i

∫
H(u)=h

du
1
2 |u|2u+ f

.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (63) èìååò
âèä:

u(t, ε) = ε1/3A(ε2/3t) exp(it) + c.c.+O(ε).

Ýòà ôóíêöèÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ áûñòðûì ïåðèîäîì 2π è ìåäëåííûì ïåðèî-
äîì ε−2/3T (h). Ïðè h = 0 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå |A| = Amax = 2f1/3.

Íåñìîòðÿ íà ðåçîíàíñ, ðåøåíèå îñòàåòñÿ ìàëûì ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Àì-
ïëèòóäà ãëàâíîãî ÷ëåíà ïåðèîäè÷åñêè âîçâðàùàåòñÿ ê íà÷àëüíîìó (íóëåâîìó) çíà-
÷åíèþ. Ðåøåíèå â ãëàâíîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðèîäàìè � áû-
ñòðûì è ìåäëåííûì.

14.2 Âîçìóùåíèå ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ñäâèãîì ôàçû.

Ïðåîäîëåòü âîçíèêíîâåíèå áèåíèé â ðåøåíèè âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò
ìåäëåííîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå çàõâàòû-
âàåò ðåøåíèå â ðåçîíàíñ àìïëèòóäà ãëàâíîãî ÷ëåíà ìåäëåííî ðàñòåò ñî âðåìåíåì
íå ïåðåõîäÿ â êîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ àâòîðåçîíàíñíûì.
Âîçìîæíîñòü çàõâàòà ðåøåíèÿ â ðåçîíàíñ áûëà îòêðûòà Âåêñëåðîì è, íåçàâèñèìî
îò íåãî, ÌàêÌàìèëëàíîì â 1944 ãîäó.

14.2.1 Íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå ãëàâíîãî ðåçîíàíñà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ñäâèãîì ôàçû:

u′′ + sin(u) = εf sin(t+ φ(t, µ)).

u = ε1/3 1
v +ε

2
v +ε5/3 3

v + . . . .

Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå, ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1
v ′′+

1
v= 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

1
v=

1
A (τ, ε) exp(it) + c.c..

Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè:

2
v ′′+

2
v=

1
2
|

1
A |2

1
A exp(it) +

1
6

1
A

3 exp(3it)−

−2i∂τ

1
A exp(it) + f exp(i(t+ φ(t, µ)) + c.c..
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Òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè âòîðîé ïîïðàâêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ
1
A:

1
2
|

1
A |2

1
A −2i∂τ

1
A +f exp(i(φ(t, µ)) = 0.

Áóäåì èñêàòü
1
A â âèäå:

1
A (τ, ε) =

1
B (τ) exp(iφ(t, µ)).

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ
1
B (τ) ïðèìåò âèä:

1
2
|

1
B |2

1
B −2i∂τ

1
B −∂τφ

1
B +f = 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè:

2
v=

2
B exp(i(t+ φ(t, µ)) +

−1
48

1
B

3 exp(3i(t+ φ(t, µ)) + c.c..

Óðàâíåíèå äëÿ òðåòüåé ïîïðàâêè:

3
v ′′+

3
v=

1
6

[(
2|

1
B |2

2
B +

1
B

2 2
B
∗
)

exp(i(t+ φ(t, µ))+

1
B

2 2
B exp(3i(t+ φ(t, µ))

]
− 1

5!

(
5|

1
B |4

1
B exp(i(t+ φ(t, µ))+

1
B

5 exp(i(t+ φ(t, µ)) + 10|
1
B |2

1
B

3 exp(3i(t+ φ(t, µ))
)
−(

− 2i∂τ

2
B −∂2

τ

1
B −∂τφ

1
B

)
exp(i(t+ φ(t, µ)) + c.c..

Òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ïî áûñòðîìó âðåìåíè äàåò óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû
âòîðîé ïîïðàâêè:

−2i∂τ

2
B −∂τφ

2
B +

1
6

(
6|

1
B |2

2
B +3

1
B

2 2
B
∗
)

+
1
4!
|

1
B |4

1
B= 0.

14.2.2 Ðàñòóùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðåçîíàíñà ñóùåñòâóåò ðàñòóùåå ðåøå-
íèå. Ýòî ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ÿâëåíèå àâòîðåçîíàíñà â ðàññìàòðèâàåìîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè � âîçìóùåííîì óðàâíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ
ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ñäâèãîì ôàçû â âîçìóùåíèè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñäâèã ôàçû φ(t, µ) òàêîâ, ÷òî:

∂τφ(t, µ) = −ντ/2, 0 < ν � 1.



14 Àâòîðåçîíàíñ 96

Çäåñü ν � íîâûé ìàëûé ïàðàìåòð. Â òàêîì ñëó÷àå, â óðàâíåíèè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà
óäîáíî ââåñòè íîâîå ìåäëåííîå âðåìÿ θ = ντ :

4iν∂θ

1
B +(|

1
B |2 − θ)

1
B= h. (64)

Çäåñü h = 4f .
Óðàâíåíèå (64) èìååò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì

ìàëîãî ïàðàìåòðà ν:

1
B (θ, ν) = b0(θ) + νb1(θ) + ν2b2(θ) + . . . .

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà � àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè θ. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè-
êè � ðåøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

b30 − θb0 = h.

b0(θ) =
21/3θ

(27h+
√

729h2 − 108θ3)1/3
+

(27h+
√

729h2 − 108θ3)1/3

3 21/3
.

Ôóíêöèÿ b0(θ) âåùåñòâåííà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ θ.

b0(θ) = θ−1 +O(t−7/2), θ → −∞;

b0(θ) =
√
θ +O(t−1), θ →∞.

Ïåðâàÿ ïîïðàâêà â àñèìïòîòèêå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

4ib′0 + 3b20b1 − θb1 = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ b0(θ):

b′0 =
b0

(3b20 − θ)2
.

Òîãäà:

b1(θ) =
−4ib0(θ)
3b20(θ)− θ

.

Àñèìïòîòèêà ïåðâîé ïîïðàâêè:

b1(θ) ∼
−4i
θ3

, θ → −∞;

b1(θ) ∼
−i

2θ5/2
, θ →∞;

Âûñøèå ïîïðàâêè â àñèìïòîòèêå ïðè θ → −∞ óáûâàþò, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå îñòàåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî ν. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ àñèìïòîòèêè ïðè θ →∞.
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14.2.3 Óñòîé÷èâîñòü àâòîðåçîíàíñà

Ïîñëå òîãî, êàê ïîñòðîåíî ðàñòóùåå ðåøåíèå âàæíî çíàòü óñòîé÷èâî ëè îíî. Èìåí-
íî, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò t0 ðåøåíèå áëèçêî ê ïîñòðîåííîìó ðàñòóùåìó ðåøåíèþ,
áóäåò ëè îíî áëèçêî ê íåìó ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t > t0? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ
â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ðàññìîòðèì:

L(
1
B) = |

1
B |2.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî θ:

dL(
1
B)

dθ
=

1
B
′ 1
B
∗+

1
B (

1
B
∗)′ =

1
4
h(

1
B
∗−

1
B) =

−ih=(
1
B)

2
.

Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ìíèìîé ÷àñòè îïðåäåëÿåò ïåðâàÿ ïîïðàâêà. Ïîýòîìó:

dL(
1
B)

dθ
=
−ihb1

2
.

Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè b1(θ) ïîçâîëÿþò óòâåð-
æäàòü, ÷òî ðàñòóùåå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè θ → ±∞. Äåéñòâè-
òåëüíî:

dL(
1
B)

dθ
∼ −4h

θ3
, θ → −∞;

dL(
1
B)

dθ
∼ −h

2θ5/2
, θ →∞.

Êðîìå òîãî, ïîäñòàíîâêà â ÿâíîì âèäå ôîðìóëû äëÿ b1(θ) äàåò:

dL(
1
B)

dθ
=

hb0
2(3b20 − θ)2

.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ b0(θ) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå ôîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðåçîíàíñà óñòîé÷èâî.

Ôîðìàëüíûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå àâòîðå-
çîíàíñó àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ýòî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî òàêîé æå
ðîñò èìåþò è íàñòîÿùèå ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ïîñòðîåííîìó. Âîïðîñ îá îáëàñòè
ïðèãîäíîñòè àâòîðåçîíàíñíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü, ðàññìàòðèâàÿ ïîâå-
äåíèå ïîïðàâîê â èñõîäíîì óðàâíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Çäåñü ýòîò
âîïðîñ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Çàìåòèì, ëèøü, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ýòî ïðèáëèæå-
íèå ïðèãîäíî äî

ε1/3 1
v= o(1).
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15 Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íîé
àìïëèòóäîé

Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ðàíåå ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé ëåê-
öèè, îáëàäàþò îäíèì ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì � ýòî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîé àìïëèòóäû. Îíè îñíîâàíû íà ðåøåíèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü ïîñòðî-
åíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå áàçèðóþùååñÿ íà ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè
ýòîì âìåñòî ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ è ëèíåà-
ðèçîâàííûå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè � äëÿ ïîïðàâîê. Çäåñü ïðèâåäåíû
ëèøü ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ, åñëè èñêàòü ðåøåíèå â ðàìêàõ ïîäõîäà Ïóàíêà-
ðå. Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó çàäà÷à îñòàëàñü íåðåøåííîé. Áóäó ðàä áèáëèîãðàôè÷åñêèì
óêàçàíèÿì.

15.1 Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà

Çäåñü ïîñòðîèì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè åãî àìïëèòóäû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå:

u′′ + ω2
0u− u3 = εf(t). (65)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

u(t, ε) = u0(t) + εu1(t) + ε2u2(t) + ε3u3(t) + . . . . (66)

Êàê îáû÷íî, ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî ε äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàâèì ðÿä (66) â óðàâíåíèå (65) è ïðèðàâíÿåì
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε.

u′′0 + ω2
0u0 − u3

0 = 0, (67)

u′′1 + ω2
0u1 − 3u2

0u1 = f(t),

u′′2 + ω2u2 − 3u2
0u2 = +3u0u

2
1,

. . . .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ñèíóñ àì-
ïëèòóäû.

u0(t) = Asn(ωt, k).

Çäåñü íàäî âñïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿ y(τ) = sn(τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

d2y

dτ2
+ (1 + k2)y − 2k2y3 = 0. (68)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäîé A, ïàðàìåòðîì ω è ìîäóëåì ýë-
ëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîäñòàâèì u0 â óðàâíåíèå (67):

Aω2y′′ + ω2
0Ay −A3y3 = 0.

Âûðàçèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ èç óðàâíåíèÿ (68), è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû
ïðè y è y3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ω2(k2 + 1) = ω2
0, ω2k2 = A2,

èëè
A2 + ω2 = ω2

0, ω2k2 = A2.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò àìïëèòóäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ôîð-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ u0 è ÷àñòîòó êîëåáàíèé ôóíêöèè u0.

15.2 Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïî-

ïðàâêè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ � ôóíêöèè u1.
Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ãëàâíîãî ÷ëåíà. Îäíî ðåøåíèå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïî t:

v1(t) = cn(ωt, k)dn(ωt, k).

Åùå îäíî ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âðîíñêèàíà:

v1v
′
2 − v′1v2 = 1.

Îòñþäà äëÿ u2 ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà:

v2(x) = u1(x)
∫ x

0

dz

v2
1(x)

.

Çäåñü ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå x = ωt. Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ u1 ÷åðåç ýë-
ëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè:

v2(x) = cn(x)dn(x)
∫ x

0

dz

cn2(z)dn2(z)
.

Èíòåãðàë ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå áóäåò îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü:∫

dx

cn2(x)dn2(x)
=
∣∣∣∣( sn(z)cn(z)

)′
=
cn2(z)dn(z) + sn2(z)dn(z)

cn2(z)
=

dn(z)
cn2(z)

∣∣∣∣ =



15 Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íîé àìïëèòóäîé 100

∫ 1
dn3(x)

d

(
sn(x)
cn(x)

)
=

sn(x)
cn(x)

1
dn3(x)

−
∫

sn(x)
cn(x)

−3k2sn(x)cn(x)
dn4(x)

dx =

sn(x)
cn(x)

1
dn3(x)

+ 3k2
∫

sn2(x)
dn4(x)

dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå:

v2(x) =
sn(x)
dn2(x)

+ 3k2cn(x)dn(x)
∫ x

0

sn2(z)
dn4(z)

dz.

Ýòî ðåøåíèå � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàñòåò ñî âðåìåíåì, ïîòîìó ÷òî ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî. Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé t�

v2(ωt) =
sn(ωt)
dn2(ωt)

+ 3k2cn(ωt)dn(ωt)
∫ ωt

0

sn2(z)
dn4(z)

dz.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåøåíèé ëåãêî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ

u1(t) = v1(t)
∫ t

0
v2(τ)f(τ)dτ − v2(t)

∫ t

0
dτv1(τ)f(τ)

+c1v1(t) + c2v2(t).

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ u1 áóäåò ïåðèîäè÷íà, òî åñòü:

u1(t+ T ) = u1(t).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèÿ ïåðâîé ïîïðàâêè çà ïåðèîä T ñëåäóåò ó÷åñòü ôîð-
ìóëó:

v2(t+ T ) = Bv1(t) + v2(t), B =
∫ T

0

dt

dn2(t)
.

Óäîáíî îáîçíà÷èòü f(u0(t), u′0(t)) = φ(t). Òîãäà

u(t+ T ) = v1(t)
∫ t+T

0
dτφ(τ)v2(τ)− (Bv1(t) + v2(t))

∫ t+T

0
dτf(τ)v1(τ) +

+c1v1(t) + c2(Bv1(t) + v2(t)) = v1(t)
∫ T

0
dτf(τ)v2(τ) +

+v1(t)
∫ t

0
f(τ)(Bv1(τ) + v2(τ))−Bv1(t)

∫ T

0
dτf(τ)v1(τ)−

−v2(t)
∫ T

0
dτf(τ)v1(τ)−Bv1(t)

∫ t

0
dτf(τ)v1(τ)− v2(t)

∫ t

0
dτf(τ)v1(τ).

Ñîêðàòèì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

u(t+ T ) = v1(t)
∫ t

0
dτf(τ)v2(τ)− v2(t)

∫ t

0
dτf(τ)v1(τ) +

+v1(t)
(∫ T

0
dτf(τ)v2(τ) + c1 + c2B

)
− v2(t)

(∫ T

0
dτf(τ)v1(τ)− c2

)
.
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Íàñ èíòåðåñóþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, òî åñòü

u(t+ T )− u(t) = 0.

Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì:∫ T

0
dτf(τ)v1(τ) = 0,∫ T

0
dτf(τ)v2(τ) + c2B = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ïåðèîäè÷åñêîå, åñëè

J =
∫ T

0
dτf(τ)v1(τ) = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ, åå ïåðèîä ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ðåøåíèÿ
ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ, è èíòåãðàë J íå ðàâåí íóëþ, òîãäà ïåðâàÿ ïîïðàâêà
ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó âðåìå-
íè. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðåñòàåò ñõîäèòüñÿ
óæå ïðè çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ïîðÿäêà ε−1/2. Ýòî òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

15.3 Ðàçëîæåíèå ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà

Åñëè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (65) ïî öåëûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ, ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü
òàêîé ðÿä ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ε.

u(t, ε) = u0 + ε1/3u1 + ε2/3u2 + εu3 + ε4/3u4 + ε5/3u5 + . . . . (69)

Êàê îáû÷íî, ïîäñòàâèì èñõîäíûé àíçàö â óðàâíåíèå, ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé äëÿ ïîïðàâîê.

u′′0 + ω2u0 − u3
0 = 0,

u′′1 + ω2u1 − 3u1u
2
0 = 0,

u′′2 + ω2u2 − 3u2u
2
0 = 3u2

1u0,

u′′3 + ω2u3 − 3u3u
2
0 = f(t) + u3

1 + 2u0u1u2,

u′′4 + ω2u4 − 3u4u
2
0 = 3u0u

2
2 + 3u2

1u2 + 2u0u1u3,

u′′5 + ω2u5 − 3u5u
2
0 = 2u0u2u3 + 3u2

1u3 + 3u1u
2
2 + 2u0u1u4,

. . . .

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè:

u1 = α1cn(ωt)dn(ωt).
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×òîáû âûÿñíèòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ëè âòîðàÿ ïîïðàâêà âû÷èñëèì èíòåãðàë:∫ T

0
dtsn(tω)(cn(ωt)dn(ωt))3 =

1
ω

∫ T

0
(cn(ωt)dn(ωt))2d(sn2(ωt)).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè, ïîëó÷èì:∫ T

0
dtsn(tω)(cn(ωt)dn(ωt))3 =

1
ω

(∫ 1

0
(1− y)(1− k2y)dy +

∫ 0

1
(1− y)(1− k2y)dy+

∫ 1

0
(1− y)(1− k2y)dy +

∫ 0

1
(1− y)(1− k2y)dy

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ ïîïðàâêà � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Êîíå÷íî, âìåñòî âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ôîðìóë äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî áûëî
çàìåòèòü, ÷òî ýòî èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò íå÷åòíîé ôóíêöèè, � ñëåäîâàòåëüíî, îí
ðàâåí íóëþ.

Âûðàçèì âòîðóþ ïîïðàâêó ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè â ÿâíîì âèäå:

u2 = v1(ωt)
∫ t

0
3α2cn2(ωz)dn2(ωz)sn(ωz)v2(ωz)dz−

v2(ωt)
∫ t

0
3α2cn2(ωz)dn2(ωz)sn(ωz)v1(ωz)dz.

Âû÷èñëèì ïî-îòäåëüíîñòè èíòåãðàëû.∫ t

0
cn2(ωz)dn2(ωz)sn(ωz)v1(ωz)dz =

1
ω

∫ x

0
cn3(z)dn3(z)sn(z)dz =

1
2ω

∫ x

0
cn2(z)dn2(z)d

(
sn2(z)

)
=

1
2ω

∫ x

0
(1− sn2(z))(1− k2sn2(z))d

(
sn2(z)

)
=

1
2ω

∫ x

0
(1− (1 + k2)sn2(z) + k2sn4(z))d

(
sn2(z)

)
=

1
2ω

(
sn2(ωt)− 1

2
(1 + k2)sn4(ωt) +

1
3
k2sn6(ωt)

)
.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:∫ t

0
cn2(ωz)dn2(ωz)sn(ωz)v2(ωz)dz =

1
ω

∫ x

0
cn3(z)dn3(z)sn(z)

(∫ z

0

dy

cn2(y)dn2(y)

)
dz =

1
2ω

∫ x

0

(∫ z

0

dy

cn2(y)dn2(y)

)
d

(
sn2(z)− 1

2
(1 + k2)sn4(z) +

1
3
k2sn6(z)

)
=
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1
2ω

(
sn2(z)− 1

2
(1 + k2)sn4(z) +

1
3
k2sn6(z)

)∫ z

0

dy

cn2(y)dn2(y)
−

1
2ω

∫ x

0

(
sn2(z)− 1

2
(1 + k2)sn4(z) +

1
3
k2sn6(z)

)
1

cn2(z)dn2(z)
dz

Ïîäñòàâèì âû÷èñëåííûå èíòåãðàëà â ôîðìóëó äëÿ u2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

u2(x) =
1
2ω
v1(x)

∫ x

0

(
sn2(z)− 1

2
(1 + k2)sn4(z) +

1
3
k2sn6(z)

)
1

cn2(z)dn2(z)
dz.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü èíòåãðàë:∫ x

0

(
sn2(z)− 1

2
(1 + k2)sn4(z) +

1
3
k2sn6(z)

)
1

cn2(z)dn2(z)
dz =

∫ x

0

(
(1− cn2(z))− 1

2
(1 + k2)(1− cn2(z))2 +

1
3
k2(1− cn2(z))3

)
1

cn2(z)dn2(z)
dz =

(
1
2
− k2

6

)∫ x

0

dz

cn2(z)dn2(z)
+

(k2 − 1)
2

∫ x

0

cn2(z)dz
dn2(z)

+
k2

3

∫ x

0

cn4(z)dz
dn2(z)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîé ïîïðàâêè èìååò âèä:

u2(x) =
1
2ω
v1(x)

[(
1
2
− k2

6

)∫ x

0

dz

cn2(z)dn2(z)
+

(k2 − 1)
2

∫ x

0

cn2(z)dz
dn2(z)

+
k2

3

∫ x

0

cn4(z)dz
dn2(z)

]
.

Â ýòîé ôîðìóëå ëåãêî âûäåëèòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

V2 =
1
2ω

cn(x)dn(x)
(

(k2 − 1)
2

∫ x

0

cn2(z)dz
dn2(z)

+
k2

3

∫ x

0

cn4(z)dz
dn2(z)

)
.

Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ u2:

U2(ωt) = α2
1A

(
V2(ωt)+

2
c2 v2(ωt)

)
+ α2v1(tω).

2
c2=

−1
2Bω

(
(k2 − 1)

2

∫ Tω

0

cn2(z)dz
dn2(z)

+
k2

3

∫ Tω

0

cn4(z)dz
dn2(z)

)
.

Çäåñü α2
1AU2(t) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîé ïî-

ïðàâêè. Òàê æå, êàê è â ïåðâîé ïîïðàâêå, ïàðàìåòð α2 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê.

Òðåáîâàíèå ïåðèîäè÷íîñòè òðåòüåé ïîïðàâêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:∫ T

0
dtf(t)v1(t) + α1α2

∫ T

0
dtu0v

3
1(t) + α3

1

∫ T

0
dtv4

1(t) + α3
1A

∫ T

0
dtu0U2v

2
1(t) = 0.
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Ðàçáåðåì ïî-îòäåëüíîñòè êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå. Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå
ðàâíî íóëþ ïî óñëîâèþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ýòî áûëî ïîêàçàíî ïðè
àíàëèçå âòîðîé ïîïðàâêè. Èíòåãðàë â òðåòüåì ñëàãàåìîì íå ðàâåí íóëþ, ïîòîìó ÷òî
ýòî èíòåãðàë îò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè. Îòäåëüíî âûïèøåì èíòåãðàë â ÷åòâåðòîì
ñëàãàåìîì. ∫ T

0
dtu0U2v

2(t) = A

∫ T

0
dtsn(ωt)U2v

2
1(t)dt = AΩ.

Çäåñü ÷åðåç Ω îáîçíà÷åíà íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ðåçóëüòàòå èç óñëîâèÿ ïåðèî-
äè÷íîñòè òðåòüåé ïîïðàâêè ïîëó÷èì:

(D +A2Ω)α3
1 = −F (70)

� óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ α1. Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

D =
∫ T

0
dtv4

1(t),

F =
∫ T

0
dtf(t)v1(t).

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ α1 çäåñü îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Äåëî â
òîì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå ñòîëü ïðîñòî, êàê êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Êîíå÷íî
äëÿ ðàçðåøèìîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (D+A2Ω) 6= 0, îäíàêî, D è Ω îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ÷åðåç ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, çàâèñÿò îò
A � àìïëèòóäû ãëàâíîãî ÷ëåíà. Ïîýòîìó äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (70) íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç âûðàæåíèÿ (D + A2Ω). Òàêîé
àíàëèç ëåãêî ïðîâåñòè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ A. Ïðè A = 0 ïàðàìåòð D > 0 è óðàâ-
íåíèå äëÿ α1 ðàçðåøèìî . Ω ãëàäêî çàâèñèò îò A. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèé A.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî � â êàæäîé èç íèõ
ñëåäóåò îñòàâëÿòü ïðîèçâîë âèäà αkv1(t). Ïîñòîÿííûå αk îïðåäåëÿòñÿ èç óñëîâèÿ
ïåðèîäè÷íîñòè k + 2 ïîïðàâêè. Ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò ïîñòîÿííîé α1, óðàâíåíèÿ
äëÿ îñòàëüíûõ αk ëèíåéíû.

Çàäà÷à.Âûÿñíèòü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ α1.

15.4 Ëèòåðàòóðà

Êóçìàê Ã.Å. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ÏÌÌ, 1959, ò.23, �3, ñ.515-526.

Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ÂÊÁ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. ÆÔÌ
è ÌÔ, 1986, ò.26, �2, ñ.198-210.
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Çäåñü ñîáðàíû çàäà÷è, ðåøèâ îäíó èç êîòîðûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü çà÷åò
Çàäà÷à 1. Èññëåäîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

u′′ + u =
∞∑

n=1

1
n2

cos
(

(1− 1
n3

)t
)
.

Óêàçàòü àñèìïòîòèêó àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè.
Çàäà÷à 2.
Ïîêàçàòü çîíû íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

u′′ + (ω2 + q(t))u = 0, q(t) = 0, t ∈ (0, T ], q(t) = −ε, t ∈ (T, 2T ],
q(t+ 2T ) = q(t),

íà ãðàôèêå (ε, ω).
Çàäà÷à 3. Íàïèñàòü òðè ïåðâûõ ÷ëåíà ðÿäà â ðàçëîæåíèè K(k) â îêðåñòíîñòè

k = 1, ãäå

K(k) =
∫ π/2

0

du√
1− k2 sin2(u)

.

K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
Çàäà÷à 4. Âûðàçèòü ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà):

(P ′)2 = 4P 3 − g2P − g1

è èññëåäîâàòü åãî ñâîéñòâà.
Çàäà÷à 5. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íà ïåðèîäè-

÷åñêîì ðåøåíèè èìååò äâà ðåøåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêîå φ1(t) ñ ïåðèîäîì T è ðàñòóùåå
φ2(t). Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò A â ïðåäñòàâëåíèè ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ â âèäå:

φ2(t+ T ) = Aφ1(t) + φ2(t).

Çàäà÷à 6.Óêàçàòü áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàX óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå-
4 ñ "çàìîðîæåííûìè êîýôôèöèåíòàìè":

wxx =
w2

x

2w
+

3w3

2
+ 4Xw2 + 2(X2 − a)w +

b

w

Çàäà÷à 7. Èññëåäîâàòü ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà:

u′′ + u− u3 = 0

â òåðìèíàõ ôóíêöèé ßêîáè. Íàðèñîâàòü ïîâåäåíèå êàïëè ôàçîâîé æèäêîñòè âáëè-
çè ñåïàðàòðèñû.

Çàäà÷à 8. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
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1. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ âîçáóæäàþùåé
ñèëîé. Ðåçîíàíñ è ìàëûå çíàìåíàòåëè.

2. Óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì. Ôóíêöèÿ
Áëîõà. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äàííûå ìîíîäðîìèè.

3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ñòóïåí÷àòûì êîýô-
ôèöèåíòîì.

4. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïåðè-
îä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà.

5. Êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìàëîé àìïëèòóäû. Ôîðìóëà äëÿ ïå-
ðèîäà êîëåáàíèé. Ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

6. Ôóíêöèÿ ñèíóñ àìïëèòóäû è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè.

7. Ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè.
8. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ßêîáè â îêðåñòíîñòè íóëÿ àðãóìåíòà, â îêðåñòíîñòè

íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà è â îêðåñòíîñòè ïàðàìåòðà ðàâíîãî åäèíèöå.
9. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.
10. Îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.
11. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
12. Íåóñòîé÷èâîñòü ñåïàðàòðèñíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàÿòíèêà.
13. Ïðîñòåéøèå áèôóðêàöèè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.
14. Ïðèìåð áèôóðêàöèè ñåïàðàòðèñ.
15. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà.
16. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà.
17. Ôàçîâûé ïîòîê è òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè.
18. Ñèñòåìà Ëîòòêè-Âîëüòåððû, óðàâíåíèÿ Ïôàôôà.
19. Çàäà÷à Êåïëåðà.
20. Âîë÷îê Ýéëåðà.
21. Âîë÷îê Êîâàëåâñêîé.
22. Ñêîáêè Ïóàññîíà. Êîììóòèðóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè.
23. Ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ.
24. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà è òåîðåìà Ïóàíêàðå.
25. Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà.

Ìåòîä Ïóàíêàðå-Ëÿïóíîâà.
26. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ âûíóæäåííûõ íåðåçîíàíñíûõ è ðåçîíàíñíûõ

êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà.
27. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ Äóôôèíãà.


