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Ãëàâà 0

Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ëåæèò â îñíîâàíèè ñîâðå-
ìåííûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî Äæ. Ðàññåë â 1834 çàèíòåðåñîâàëñÿ
óåäèíåííîé âîëíîé èç-çà íåèçìåííîñòè åå ñïåöèôè÷åñêîé ôîðìû, ñîõðà-
íÿþùåéñÿ íà áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Äà è çíàìåíèòîå óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà è äå Ôðèçà ïîëó÷åíî êàê àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ
äëÿ ïîâåðõíîñòûõ âîëí. Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê óðàâíåíèþ ÊäÔ â øå-
ñòèäåñÿòûõ ãîäàõ 20-ãî âåêà íà÷àëîñü ñ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà � íåëèíåéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
îñöèëëÿòîðîâ. Ïîñëåäóþùèå ðàáîòû Ì.Êðóñêàëà è Í.Çàáóññêè [142] è
Ãàðäíåðà, Ãðèíà, Êðóñêàëà è Ìèóðû [112] ïðèâåëè ê îòêðûòèþ ñîëèòî-
íà, à çàòåì è ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Èñòîðèÿ ýòîãî âîïðîñà
âñåñòîðîííå è â ïîäðîáíîñòÿõ èçëîæåíà â êíèãàõ Ì. Àáëîâèöà è Õ. Ñåãó-
ðà [1], À. Íüþýëëà [66], à òàêæå â çàìå÷àòåëüíîé êíèæêå À.Ò. Ôèëèïïîâà
[79].

Íåëèíåéíûå èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ è ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ-
ñåÿíèÿ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ èõ ðåøåíèé, ðàñïàõíóëè íîâûå ãîðèçîíòû â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå êîíöà äâàäöàòîãî âåêà. Ýòî óòâåðæäåíèå � âî-
âñå íå ïðåóâåëè÷åíèå. Äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà äëèííûå ñïèñêè ñòàòåé
îá èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèÿõ, ïðèâîäèìûå â ìîíîãðàôèÿõ. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ñâÿçàíî ñ ìîäíîé òåìîé, è êàê ñëåäñòâèå �
ïîÿâëåíèåì íîâûõ æóðíàëîâ è âûäåëåíèåì ôîíäîâ íà èññëåäîâàíèÿ â
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îáëàñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, ýòî òîëüêî âíåøíÿÿ ñòîðîíà.
Íà ñàìîì äåëå, ïðè÷èíà êðîåòñÿ â ìåòîäå ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îí ïðèâåë ê ïåðåîñìûñëå-
íèþ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïîñòàíîâêå íîâûõ çàäà÷.

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ îáû÷íî ñâÿçûâàåò íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ñ ïàðîé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè è äîïîëíèòåëüíûì "ñïåêòðàëüíûì"ïàðàìåòðîì. Äëÿ êàæäîãî íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ýòà ïàðà ñâîÿ. Áîëåå òîãî, êàæäîìó ðåøåíèþ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé âèä êîýôôèöèåíòîâ â ñèñòåìàõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Òî åñòü, äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ èëè êàêîãî-
ëèáî êëàññà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàçâèâàòü òåîðèþ ðåøå-
íèé êëàññà ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò äîïîëíèòåëüíîãî
"ñïåêòðàëüíîãî"ïàðàìåòðà. Òåïåðü îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå
òàêîé òåîðèè äëÿ îäíîãî îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

u′′ + q(x)u = k2u

äëèòñÿ áîëåå ñòà ëåò è ïîêà äàëåêî îò çàâåðøåíèÿ.
Âìåñòî èññëåäîâàíèÿ ñòîëü øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ îáû÷íî îãðàíè÷è-

âàþòñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ðåøåíèé íåáîëüøîãî ñïèñêà èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé. Ñðåäè (1+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé (îäíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïå-
ðåìåííàÿ è âðåìåííàÿ) îáû÷íî ãîâîðÿò îá óðàâíåíèè Êîðòåâåãà-äå Ôðè-
çà, íåëèíåéíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà, óðàâíåíèè ñèíóñ-Ãîðäîíà, ñè-
ñòåìå N-âîëí. Îãðàíè÷åí è ñïèñîê êëàññîâ èçó÷àåìûõ ðåøåíèé. Ïðåæäå
âñåãî ýòî òî÷íûå ðåøåíèÿ, èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ � ñîëè-
òîííûå è êîíå÷íîçîííûå.

Ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå óåäèíåííîé âîëíû (ñîëèòîíà) ñ ïîìîùüþ
ðåäóêöèè ê îáûêíîâåííîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ èíòåãðèðóå-
ìûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Òàêîå ðåøåíèå áûëî íàéäåíî Áóññè-
íåñêîì [99]. Íåòðèâèàëåí ñëåäóþùèé øàã � ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ, êîòîðîå
ñîäåðæèò íåñêîëüêî òàêèõ âîëí � ñîëèòîíîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿ-
ùèå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà â äðóãîå, áûëè îïèñàíû Áýê-
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ëóíäîì â 1880 ãîäó (ñì., íàïðèìåð [1]). Îñîáåííî àêòèâíî òàêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ èçó÷àþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ìèóðû [136]. Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-
çîííûõ ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ Ñ.Ï.Íîâèêîâûì,
îïèðàåòñÿ íà ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ñì. [62, 22]), íî ìîæåò
áûòü òàêæå ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðèðóåìûõ îáûêíîâåííûõ
óðàâíåíèé.

Ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèå ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë, ïîçâîëÿþò ðåøàòü
çàäà÷è Êîøè èëè Ãóðñà. Â îáùåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ
ðåøåíèé îïèðàåòñÿ íà ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïåðå÷èñëåí-
íûå âûøå (1+1)-ìåðíûå íåëèíåéíûå èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ â ìåòî-
äå îáðàòíîé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Êîíå÷íûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé èñõîäíûõ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé èìåþò íåÿâíûé õàðàêòåð. Èõ íåóäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
êàêèõ-ëèáî âû÷èñëåíèé áåç äîïîëíèòåëüíîãî, êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòè-
÷åñêîãî àíàëèçà. Áîëåå òîãî, çà÷àñòóþ ïî ñìûñëó èñõîäíîé çàäà÷è èíòå-
ðåñíûì îêàçûâàåòñÿ èìåííî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü íåò âîçìîæíîñòè ïåðå÷èñëèòü äàæå îñíîâíûå
ðàáîòû îá àñèìïòîòèêàõ óáûâàþùèõ ðåøåíèé (1+1)-ìåðíûõ èíòåãðèðó-
åìûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [92, 84, 58, 25, 135, 30, 64, 65]). Ôîðìóëû
äëÿ àñèìïòîòèê â (1+1)-ìåðíîì ñëó÷àå ñîäåðæàò îäèí áîëüøîé ïàðà-
ìåòð, íàïðèìåð, âðåìÿ è îäèí ìåäëåííî ìåíÿþùèéñÿ, êàê ïðàâèëî, ýòî
îòíîøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è âðåìåíè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâ-
íîìåðíûõ ïî ìåäëåííîé ïåðåìåííîé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé èñïîëüçó-
åòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå
ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè, ìîæíî íàéòè â [49, 55, 73, 80, 74, 6, 107, 38, 39].

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé ê èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì ïî-
çâîëÿåò èññëåäîâàòü èõ íåèíòåãðèðóåìûå âîçìóùåíèÿ. Íàèáîëåå ïîë-
íî èññëåäîâàíû âîçìóùåíèÿ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Â òåîðèè âîçìóùå-
íèé ñîëèòîííûõ ðåøåíèé îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ � âû÷èñëåíèå ìåä-
ëåííîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðîâ ïîä âîçäåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ â òå÷å-
íèå äëèòåëüíîãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè,
êàê ïðàâèëî, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ôîðìàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåèíòåãðèðóåìûõ âîçìóùå-
íèé (1+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé ñ ñîëèòîíîì â ãëàâíîì ÷ëåíå èçó÷àëèñü â
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[121, 122, 36, 59, 125, 130, 35, 37, 126, 46], âîçìóùåíèÿ êîíå÷íîçîííûõ
ðåøåíèé, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [105, 16, 50, 51, 17, 18, 19]. Ïðèâåäåííûå
çäåñü è â ïðåäûäóùåì àáçàöå ññûëêè íè â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóþò íà
ïîëíîòó.

Ñðåäè (2+1)-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé (äâå ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ è âðåìÿ) ÷àùå âñåãî óïîìèíàþòñÿ óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-
Ïåòâèàøâèëè, ñèñòåìà Äåâè-Ñòþàðòñîíà, ñèñòåìà N-âîëí. Ê ýòîìó êî-
ðîòêîìó ñïèñêó òðóäíî ÷òî-ëèáî äîáàâèòü, çà èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèÿ
äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû, îòíîñÿùåéñÿ ê äèñêðåòíûì (2+1)-
ìåðíûì ìîäåëÿì. Ïðè ðåøåíèè (2+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò äî-
ïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè. Â îòëè÷èå îò (1+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé (2+1)-
ìåðíûå ñâÿçàíû ñ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîïîëíèòåëüíûé "ñïåêòðàëüíûé"
ïàðàìåòð âõîäèò â ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÷åðåç
êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ôîðìóëû ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ äâó-
ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé áîëåå ñëîæíû. Âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé (2+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé â íàñòîÿùåå
âðåìÿ âåñüìà àêòóàëåí.

Ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé (2+1)-ìåðíûõ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿ-
çàíî ñ çàâèñèìîñòüþ îò äîïîëíèòåëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Ïðè ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíûõ àñèìïòîòèê âñòàþò çàäà÷è ñ äâóìÿ ìàëû-
ìè ïàðàìåòðàìè, íå ñâÿçàííûìè êàêèìè-ëèáî ñîîòíîøåíèÿìè. Ïîýòîìó
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äâîéíûìè àñèìïòîòèêàìè. Îäíèì èç íàèáî-
ëåå äåéñòâåííûõ ìåòîäîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [29]). Åùå îäíî çàòðóäíå-
íèå ñâÿçàíî ñ íåàíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé
çàäà÷è îò "ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà". Òåîðèÿ âîçìóùåíèé òàêèõ çàäà÷
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò õîðîøî ðàçðàáîòàííîé òåîðèé âîçìóùåíèé
äëÿ çàäà÷ ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò ïàðàìåòðîâ (ñì., íàïðèìåð,
[120]).

Ïî ñóùåñòâó îñíîâíûì ìîòèâîì ðàáîò, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ âîøëè
â äèññåðòàöèþ, áûëî æåëàíèå ðàçâèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è òåî-
ðèþ âîçìóùåíèé ñîëèòîííûõ ðåøåíèé äëÿ (2+1)-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ
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óðàâíåíèé.

0.1 Îáúåêò èññëåäîâàíèé

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû óáûâàþùèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëå-
íèÿì ðåøåíèÿ (2+1)-ìåðíûõ (äâå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðå-
ìÿ) èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðåäñòàâèòåëåé òà-
êèõ óðàâíåíèé âûáðàíû óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè:

∂x(∂tu+ 6u∂xu+ ∂3
xu) = −3α2∂2

yu; (1)

Äåâè-Ñòþàðòñîíà:

i∂tA+ ∂2
xA+ α2∂2

yA+ 2κ|A|2A+ Ap = 0,

∂2
xp− α2∂2

yp = −4κ∂2
x(|A|2), κ = ±1; (2)

à òàêæå Èøèìîðè:

∂t~S + ~S × (∂2
x
~S + α2∂2

y
~S) + ∂xw∂y ~S + ∂yw∂x~S = 0

∂2
xw − α2∂2

yw + 2α2~S(∂x~S × ∂y ~S) = 0, (3)
~S = (S1, S2, S3), ~S

2 = 1.

Âî âñåõ ýòèõ óðàâíåíèÿõ α2 = ±1.
Â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû î âðåìåííîé àñèìïòîòèêå óáû-

âàþùèõ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé, à òàêæå î âîçìóùåíèè ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà.

0.2 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðèðîäà óðàâíåíèé
Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè è Äåâè-Ñòþàðò-
ñîíà

Ïðîèñõîæäåíèå óðàâíåíèé Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ) è Äåâè-Ñòþ-
àðòñîíà (ÄÑ) òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé âîëí è àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòî-
äàìè. Óðàâíåíèå ÊÏ è ñèñòåìà óðàâíåíèé ÄÑ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè
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èíòåãðèðóåìûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðåäåëàìè áîëåå ñëîæíûõ, äî ñèõ
ïîð íåïðîèíòåãðèðîâàííûõ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå ÊÏ áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [32] ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-
÷èâîñòè óåäèíåííîé âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ñëàáî ìîäóëèðî-
âàííîé â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Íèæå ïîêàçàíî, êàê ýòî óðàâíåíèå
âûâîäèòñÿ ôîðìàëüíî ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäóëÿöèè âîëí ìàëîé àìïëè-
òóäû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ â íåëèíåéíîì âîëíîâîì óðàâíåíèè:

utt − uxx − uyy + auxuxx + ε2buxxxx = 0, 0 < ε� 1

Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:
u(x, y, t; ε) = ε2u1(x, εy, t, εt) + ε4u2(x, εy, t, εt) + . . . , (4)

òîãäà äëÿ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 è ε4 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:
∂ttu1 − ∂xxu1 = 0,

∂ttu2 − ∂xxu2 = ∂2
ηu1 + ∂x∂ξu1 − ∂t∂τu1 − a∂xu1∂

2
xu1 + b∂4

xu1. (5)
Çäåñü ÷åðåç ξ è η îáîçíà÷åíû ìåäëåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå
ξ = εx è η = εy.

Çàâèñèìîñòü ãëàâíîãî ÷ëåíà ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè îò ïåðåìåí-
íûõ x è t ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ:

u1(x, εy, t, εt) = w+(x+ t, η, ξ, τ) + w−(x− t, η, ξ, τ).

×òîáû àñèìïòîòèêà (4) áûëà ïðèãîäíà äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ s+ = x+t è s− = x−t, íåîáõîäèìî èçáàâèòüñÿ îò ðàñòóùèõ ïî s+ è s−
ðåøåíèé âî âòîðîì óðàâíåíèè èç (5). Ýòî ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì,
îïðåäåëÿþùèì çàâèñèìîñòü ôóíêöèè u1 îò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ:

∂s
(
± 2∂τw

± + aw±∂sw
± + b∂3

sw
±) = ∂2

ηw
±.

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé è åñòü óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè.
Êîíå÷íî, ïðèâåäåííûõ ñîîáðàæåíèé íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû óòâåðæäàòü,
÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí. Íóæíî åùå äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñ åãî ïîìîùüþ àñèìïòî-
òèêà (4) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåëè-
íåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîå ñòðîãîå îáîñíîâàíèå âûâîäà óðàâíå-
íèÿ ÊÏ ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ë.À. Êàëÿêèíà [33]. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà
èìååòñÿ â îáçîðå [34].
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Àñèìïòîòè÷åñêóþ ïðèðîäó èìååò è ñèñòåìà óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðò-
ñîíà. Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äëèííîé è êîðîòêîé âîëí
ìàëîé àìïëèòóäû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Ôîðìàëüíûé âûâîä ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ÄÑ èç óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòíûõ âîëí äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî
òå÷åíèÿ æèäêîñòè íàä ðîâíûì äíîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèì
(ñì. [100], [101]), ÷åì ïðèâåäåííûé âûâîä óðàâíåíèÿ ÊÏ. Îäíàêî, èñ-
õîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäóò ïîëåçíû äëÿ
âûÿñíåíèÿ åñòåñòâåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ.

Ïóñòü P�ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âíóòðè áåñêîíå÷íîãî â íàïðàâëåíèÿõ x
è y ñëîÿ æèäêîñòè. Ãëóáèíà h ýòîãî ñëîÿ êîíå÷íà. Óðàâíåíèå ïîòåíöè-
àëüíîãî òå÷åíèÿ

∆P = 0.

Íà äíå âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ
∂zP |z=−h = 0.

Ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñâîáîäíà. Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè z = ζ(x, y, t). Ñêî-
ðîñòü æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè âûðàæàåòñÿ â âèäå:

∂zP = ∂tζ + ∂xP∂xζ + ∂yP∂yζ.

Êðîìå ýòîãî íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿåòñÿ åùå è çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ:

2gζ + 2∂tP + (∂xP )2 + (∂yP )2 + (∂zP )2 = 0.

Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ óñëîâè-
åì íåïðîòåêàíèÿ íà äíå è äâóìÿ óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
ìîæíî èñêàòü â âèäå

P = ε

(
p01 + p11E + C.C.

)
+ . . . ,

ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â âèäå:

ζ = ε

(
p01 + ζ11E + C.C.

)
+ . . . ,

ãäå E = exp(i(ky + ωt)), ôóíêöèè pij è ζij çàâèñÿò îò ìåäëåííûõ ïåðå-
ìåííûõ ξ = ε(x + cgt), (cg = const), η = εy è τ = ε2t; çíà÷êè C.C. â
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ôîðìóëàõ îçíà÷àþò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñëàãàåìûå; ìíîãîòî÷èÿ �
ñëàãàåìûå ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî ε.

Ñëåäóÿ ðàáîòå À. Äåâè è Ê. Ñòþàðòñîíà [100], ìîæíî ïîëó÷èòü íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ ïðèãîäíîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ýòè óñëî-
âèÿ èìåþò âèä óðàâíåíèé ÄÑ â ôîðìå:

i∂τA+ λ∂2
ξA+ µ∂2

ηA+ ν|A|2A+ ν1Ap = 0,

α∂2
ξp+ β∂2

ηp = κ∂2
ν(|A|2),

ãäå λ, µ, ν, ν1, α, β � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèè p01 è p11 ñâÿçàíû ñ
p è A ôîðìóëàìè:

p11 =
cosh(k(z + h))

cosh(kh)
A(ξ, η, τ), p = α1∂ξp01 + β1|a|2, α1, β1 = const.

Äëÿ íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîñòîÿííûõ ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìî-
æåò áûòü ïðèâåäåíà ê èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ÄÑ (2) ïðè
α2 = −1 (êîíå÷íî â (2) íàäî çàìåíèòü ïåðåìåííûå x, y, t íà ξ, η, τ ñî-
îòâåòñòâåííî). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ÄÑ-2.

Äðóãîé âèä èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ c α2 = 1 íàçûâàåò-
ñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ÄÑ-1. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé âûâåäåíà â ðàáîòå
Â.Ä. Äæîðäæåâèêà è Ë.Äæ. Ðåäåêîïïà [101] òàêæå èç óðàâíåíèé ïîâåðõ-
íîñòíûõ âîëí ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 1. Óðàâíåíèÿ Èøèìîðè (3) áûëè ïîëó÷åíû êàê ïðîñòðàíñò-

âåííî-äâóìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèé ìàãíåòèêà Ãåéçåíáåðãà [118].

0.3 Ïîñòàíîâêè çàäà÷

Åñòåñòâåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ è ÄÑ ìîæíî ïîëó÷èòü
èç èõ ñâÿçè ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè âîëí. Èç ïðåîáðàçîâàíèé
êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùèõ èñõîäíûå çàäà÷è òåîðèè âîëí ê óðàâíåíèÿì ÊÏ
è ÄÑ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðîëü âðåìåíè èãðàåò ìåäëåííîå âðåìÿ èñõîäíîé
çàäà÷è, à ðîëü ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � ìåäëåííûå ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïåðåìåííûå â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ìåäëåííûì âðåìåíåì çà-
äà÷è èç òåîðèè âîëí. Ïîýòîìó çàäà÷à Êîøè âûãëÿäèò åñòåñòâåííîé äëÿ
óðàâíåíèé ÊÏ è ÄÑ.
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Âîïðîñ î òîì, ê êàêèì çàäà÷àì ìîæíî ñâåñòè ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ïðîöåäóð êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé òåîðèè âîëí, íå ñîâñåì
ÿñåí è ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûì. Áåç âñÿêîãî îòíîøåíèÿ
ê ýòîìó, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà è Èøèìîðè
îêàçûâàþòñÿ èíòåðåñíûìè è ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìîñòè.
Â ýòîì àñïåêòå îíè ðàññìàòðèâàëèñü È.Ò. Õàáèáóëëèíûì [81, 82].

Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î âðåìåííîé àñèìïòîòèêå ðå-
øåíèé íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ, ÄÑ è Èøèìîðè.

Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ è
ÄÑ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû À.Â. Ôàìèíñêèì, Äæ. ×è-
äàãëèÿ è Äæ. Ñàóòîì, Ì.Ì.Øàêèðüÿíîâûì [77, 113, 86]. Àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà â íåèíòåãðèðóåìîì
ñëó÷àå è îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ Í.Õàÿøè, Ï. Íàóìêèíà, Äæ. Ñàóòà, Õ. Õèðàòû [116, 115].

0.4 Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Âïåðâûå ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è
ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇÐ) áûë ïðèìåíåí ê èíòåãðèðîâàíèþ íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ) â ðàáîòå Ãàðäíåðà, Ãðèíà, Êðóñêàëà
è Ìèóðû [112]. Ïîçäíåå Â.Å. Çàõàðîâûì è À.Á. Øàáàòîì áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðèåì, ïîõîæèé íà èñïîëüçîâàííûé â [112] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ÊäÔ, ìîæíî ïðèìåíèòü è ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà
[27]. Äàëåå â ðàáîòàõ Ì.Àáëîâèöà, Ä.Êàóïà, À.Íüþýëëà, Õ.Ñåãóðà [91] è
Â.Å.Çàõàðîâà è À.Á.Øàáàòà [28] ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ áûë
ðàçâèò äëÿ öåëîãî êëàññà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðè-
ðóåìîñòü ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ ÊÏ áûëà ïîêàçàíà â ðà-
áîòàõ Â.Ñ.Äðþìà [21] è Â.Å.Çàõàðîâà è À.Á.Øàáàòà [28].

Íàèáîëåå ðàçâèò àëãîðèòì ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè. Â ðàáîòå À. Ôîêàñà è Ì. Àáëîâèöà [106] ðàçðàáîòàí ôîðìàëüíûé
ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ äëÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì
è áûñòðî óáûâàþùèì ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì äëÿ ôóíêöèè A è íóëåâûì óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íîñòè
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ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì äëÿ ôóíêöèè p. Ïîçäíåå, À. Ôîêàñîì
è Ï. Ñàíòèíè â ñòàòüå [109] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 ñ íåíóëåâûì êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ
ôóíêöèè p. Òàêîå îáîáùåíèå îêàçàëîñü âàæíûì äëÿ îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ
ÌÎÇÐ òàê íàçûâàåìûõ äðîìèîíîâ � óåäèíåííûõ âîëí, íàéäåííûõ ðà-
íåå â [95]. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ÄÑ-1 è öåïî÷êîé Òîäû, ïðîâåäåíî â ìîíîãðà-
ôèè Ë.Ï. Íèæíèêà [61]. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ðåøåíèå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåí-
íûì íàïðàâëåíèÿì, ðàçâèò â Ì. Àáëîâèöåì, Áàð ßêîâûì è À. Ôîêàñîì
[88]. Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé ÄÑ è
Èøèìîðè áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ Á.Ã.Êîíîïåëü÷åíêî, È.Å. Ìàòêàðèìîâà
è Â.Ã.Äóáðîâñêîãî [131, 103].

Ñðåäè äðóãèõ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò îò-
ìåòèòü óðàâíåíèÿ N-âîëí. Ýòî ñèñòåìà N ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé N-âîëí ïîëó÷åíà ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå N ãàð-
ìîíèê ïðè íàëè÷èè êâàäðàòè÷íîãî ðåçîíàíñà [5]. Èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé
ñèñòåìû ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ îáñóæäàëàñü â [89]. Ìåòîä
îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé N-âîëí
èññëåäîâàëñÿ â ñòàòüÿõ Ä.Êàóïà, À. Ôîêàñà è Ë.Ñàíà [124, 110].

×èñëî íàéäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íî-
ãî âèäà äîñòàòî÷íî âåëèêî (ñì. íàïðèìåð, äèññåðòàöèþ Â.Ã. Äóáðîâñêîãî
[23]). Áîëüøèíñòâî èç íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àáñòðàêòíûå íåëèíåéíûå
ìíîãîìåðíûå ìîäåëè è íå èìååò ñòîëü ÿâíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè,
êàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ ÄÑ, ÊÏ èëè N-âîëí.

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñâîé-
ñòâà íà÷àëüíîé ôóíêöèè (ãëàäêîñòü è, íàïðèìåð, óáûâàíèå íà áåñêîíå÷-
íîñòè) ñîõðàíÿþòñÿ â äèíàìèêå. Ýòî îáû÷íî íàäî ëèáî äîêàçûâàòü äëÿ
êàæäîãî óðàâíåíèÿ îòäåëüíî, ëèáî, êàê íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Ë.Ï.
Íèæíèêà [61], à òàêæå â ðàáîòàõ Ì. Âèêåíõàóçåðà, À.Ôîêàñà è Ë.Ñàíà
[141, 110], èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ðàññåÿíèÿ, êëàññîì íà÷àëü-
íûõ ôóíêöèé è ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè âðåìåíè.
Îäíàêî, ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîêà íåëüçÿ ñ÷èòàòü èñ÷åðïûâà-
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þùèìè. Ñ ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì èññëåäîâàíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-1
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, ïî îáçîðó Ì. Áîèòè, Ô. Ïåìïèíåëëè, À.
Ïîãðåáêîâà è Á. Ïðèíàðè [97].

0.5 Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì

Òðóäíîñòè â èññëåäîâàíèè ðåøåíèé íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ
èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé âûçâàíû íåÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ
è ãðîìîçäêèìè ôîðìóëàìè, ñâÿçûâàþùèìè íà÷àëüíûå äàííûå è äàí-
íûå ðàññåÿíèÿ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ áîëåå óäîáíûìè äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó âìåñòî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò
êëàññû ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ äàí-
íûõ ðàññåÿíèÿ. Êëàññ ðåøåíèé, êàê ïðàâèëî, äîïóñêàåò ôóíêöèîíàëü-
íûé ïðîèçâîë â òåðìèíàõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóåò
êëàññó íà÷àëüíûõ óñëîâèé òîæå ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì. Òàêîé
ïîäõîä îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì êàê äëÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðè-
ðóåìûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ ìíîãîìåðíûõ. Â ÷àñòíîñòè, îí ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèé Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè
è Äåâè-Ñòþàðòñîíà ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ñòðîãîñòè. Âèäèìî, ïåðâû-
ìè â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ðàáîòà Ñ.Â. Ìàíàêîâà, Ï.Ì. Ñàíòèíè è
Ë.À. Òàõòàäæÿíà [133], â êîòîðîé ïîñòðîåíî óáûâàþùåå ôîðìàëüíîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ-1 è ñòàòüÿ Â.Þ. Íîâîêøåíî-
âà [65], ãäå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ äâóìåðèçî-
âàííîé öåïî÷êè Òîäû. Ðàâíîìåðíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
àñèìïòîòèêè óáûâàþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÄÑ è óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòàõ àâòîðà [43, 42, 129]. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåóáû-
âàþùèõ ðåøåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ-
1 è ÊÏ-2 â îáëàñòè ïåðåñòðîéêè � ôðîíòà ðåøåíèé � èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòàõ È.À.Àíäåðñà, Â.Ï.Êîòëÿðîâà, Å.ß.Õðóñëîâà, Ä.Þ.Îñòàïåíêî è
À.Ï.Ïàëü-Âàëÿ [3], [68].

Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèé Èøèìîðè, âèäèìî, âïåð-
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âûå âûïèñàíû â ïðåäëàãàåìîé äèññåðòàöèè. Âïðî÷åì, îíè ëåãêî ïîëó÷à-
þòñÿ èç àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è, ñâÿçàí-
íîé ñ óðàâíåíèÿìè ÄÑ. Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-
íîé ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Èøèìî-
ðè, ïðèâåäåíà, íàïðèìåð, â [131].

0.6 Ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ

Íàèáîëåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé, äîñòèãíóòûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
� ýòî ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé. Ïðîñòåéøèå èç íèõ îáû÷íî íàçû-
âàþòñÿ ñîëèòîíàìè, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ïðèðîäå è
ñâîéñòâàõ ýòèõ ðåøåíèé. Âèäèìî, ñàìûìè ïðîñòûìè íàéäåííûìè ñîëè-
òîííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ÊÏ è ÄÑ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñîëèòîíû èëè ëàìïû. Îíè ïîñòðîåíû â ðàáîòå Ñ.Â. Ìàíà-
êîâà, Â.Å. Çàõàðîâà, Ë.À. Áîðäàã, À.Ð. Èòñà è Â.Á. Ìàòâååâà [134] äëÿ
óðàâíåíèÿ ÊÏ-1 è â ðàáîòå À. Ôîêàñà è Ì. Àáëîâèöà [106] äëÿ óðàâíåíèé
ÄÑ-2. Îòìåòèì, â [106] áûëè ïîñòðîåíû òîëüêî ñèíãóëÿðíûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ëàìïû, ïîçäíåå Â.À. Àðêàäüåâûì, À.Ê. Ïîãðåáêîâûì è Ì.Ñ. Ïîëè-
âàíîâûì [93] áûëè íàéäåíû è ðåãóëÿðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ, óáû-
âàþùèå âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýêïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùèå ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 íàéäåíû â [134]. Ëîêàëèçî-
âàííûå, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-1, áûëè ïîñòðîåíû Ì.Áîèòè, Äæ.Ëåîíîì,
Ë.Ìàðòèíîé è Ô.Ïåìïèíåëëè [95]. Åùå îäèí êëàññ ðåøåíèé ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïàðàìåòðîâ äëÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, îáû÷íî
îáñóæäàþùèéñÿ â ðàáîòàõ ïî ìåòîäó îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � óñëîâ-
íî ïåðèîäè÷åñêèå, òàê íàçûâàåìûå êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ. Ýòè ðåøå-
íèÿ îáû÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ òàêèå ðåøåíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ È.Ì. Êðè÷åâå-
ðà [48, 53]. Ïåðå÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ
ïàðàìåòðîâ. Êðîìå íèõ äëÿ óðàâíåíèé ÊÏ èçâåñòåí íàáîð ðåøåíèé ñ
ïðîèçâîëîì â âèäå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Îáçîð ðàçëè÷íûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé ÊÏ è ìåòîäîâ èõ ïîñòðîåíèÿ èìååòñÿ â êíèãå [26]. Òî÷-
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íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé
Áåêëóíäà ïîñòðîåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Äæ. Ñàòñóìû, Ì. Àáëîâèöà,
Ì. Ñàëëÿ, ß. Õèåòàðèíòû è Ð. Õèðîòû [139, 72, 117].

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Èøèìîðè ïî-
ñòðîåíû, íàïðèìåð, â [131, 103]. Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ 2+1-ìåðíûõ
èíòåãðèðóåìûõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [104, 102], ñì., òàêæå, [23].

0.7 Çàäà÷è òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ 2+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-
íåíèé ñâÿçàíî ñ ñàìèì âûâîäîì óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè [32].
Â [32] Á.Á. Êàäîìöåâ è Â.È. Ïåòâèàøâèëè ïîêàçàëè, ÷òî ïëîñêàÿ óåäè-
íåííàÿ âîëíà óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì
âîçìóùåíèÿì. Ýòîò ðåçóëüòàò è îòêðûòèå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ-
ñåÿíèÿ äëÿ 2+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ïîðîäèëè ðàáîòû, â
êîòîðûõ èññëåäîâàëîñü ÿâëåíèå ïîïåðå÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñì. íàïðèìåð,
[24, 7, 70]).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñíà çàäà÷à î âîçìóùåíèè äâóìåðíûõ ñîëè-
òîíîâ 2+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Âîçìóùåíèÿ ýòèõ ðåøå-
íèé ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,
òàê è ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèÿì. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âîçìó-
ùåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé, ýòî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò êëàññ ðåøåíèé, ïîä-
äàþùèõñÿ àíàëèçó. Åñëè æå èññëåäîâàòü åùå è âîçìóùåíèÿ óðàâíåíèé,
òîãäà ìîæíî èçó÷àòü áîëåå øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé, è, â êàêîé-òî ìåðå,
áîëåå àäåêâàòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Çàäà÷è òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ 1+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå-
íèé íà ôîðìàëüíîì óðîâíå èññëåäîâàíû äîâîëüíî ïîäðîáíî (ñì., íàïðè-
ìåð, [121, 36, 125, 130, 37]). Èññëåäîâàíèå âîçìóùåíèé 2+1-ìåðíûõ ðå-
øåíèé íà÷àëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Èçâåñòíû ôîðìàëüíûå ðåçóëü-
òàòû î âîçìóùåíèè êîíå÷íîçîííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÏ, ïîëó÷åííûå
È.Ì.Êðè÷åâåðîì [52, 53]. Â êëàññå óáûâàþùèõ ðåøåíèé ðåçóëüòàòû ïîêà
îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê óðàâíåíèÿì ÄÑ, èññëåäîâàííûì â ñîâìåñòíûõ ðàáî-
òàõ Ð.Ð.Ãàäûëüøèíà è àâòîðà [10, 11, 111, 128].

Îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé èññëåäîâàíèå äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ íå
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ïðîâîäèëîñü äî ñèõ ïîð � íå áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåàðè-
çîâàííûõ íà íåíóëåâîì ðåøåíèè 2+1-ìåðíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ëèíåà-
ðèçîâàííûõ 1+1-ìåðíûõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ Ä. Êàóïà, Äæ. Êèíåðà,
Ä.Ìàêëàôëèíà, Â.Ñ. Ãåðäæèêîâà è Å.Ê. Õðèñòîâà áûë ðàçðàáîòàí ìå-
òîä ðåøåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê ìåòîäîì Ôóðüå äëÿ
óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà � ïîëó÷à-
þùèõñÿ ëèíåàðèçàöèåé 1+1-ìåðíûõ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå-
íèé [122, 125, 13, 14]. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ 2+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé òàêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïîçæå � äëÿ ëèíåàðèçîâàí-
íîãî íà êîíå÷íîçîííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ÊÏ â ðàáîòàõ È.Ì. Êðè÷å-
âåðà [52, 53], äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ íà óáûâàþùèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé
ÄÑ � â ðàáîòàõ àâòîðà [44, 45]. Ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèëî
èññëåäîâàòü çàäà÷è î âîçìóùåíèè òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÊÏ [52] è
ÄÑ [111], [128].

0.8 Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì:
• Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèé çàäà÷è î âîçìóùåíèè àë-

ãåáðàè÷åñêîãî ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ Äåâè-Ñòþàðòñîíà-2. Îêàçàëîñü,
÷òî ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 íåóñòîé÷èâà ïî
îòíîøåíèþ ê ìàëîìó ãëàäêîìó ôèíèòíîìó âîçìóùåíèþ íà÷àëüíî-
ãî óñëîâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìóùåíèå ïðèâîäèò ê áåññîëèòîííûì
äàííûì ðàññåÿíèÿ. Óäàëîñü ïîñòðîèòü ãëàâíûé ÷ëåí ôîðìàëüíîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðèãîäíûé íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà îáðàò-
íîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.

• Èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà-2 íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ýòà àñèìïòîòèêà è
èçâåñòíûå ÿâíûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2
è Èøèìîðè-1, ïîçâîëèëè íàïèñàòü òàêæå è àñèìïòîòèêó ïðè áîëü-
øèõ âðåìåíàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Èøèìîðè-1.

• Ïîñòðîåíà è îáîñíîâàíà àñèìïòîòèêà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ óáûâà-
þùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2. Íà ýòîì ïóòè èññëåäîâàíà àñèì-
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ïòîòèêà ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè, ñâÿçàííàÿ ñ îáðàò-
íîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2.

• Ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ óáûâàþùåãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-1. Äëÿ ýòîãî èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöè-
åíòàìè.

• Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîé äâóìåðíîé ñèñòå-
ìû Äèðàêà � âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ óðàâ-
íåíèÿìè ÄÑ-1. Íà áàçå ðåøåíèé äâóìåðíîé ñèñòåìû Äèðàêà ïî-
ñòðîåíî îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ èíòå-
ãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü ìåòîä Ôóðüå äëÿ
ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-1.

• Ïîñòðîåíî ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-1 ñ ñîëèòîíîì â ãëàâíîì ÷ëåíå, ïðèãîäíîå íà
âðåìåíàõ ïîðÿäêà îáðàòíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.

Ñàìîñòîÿòåëüíóþ òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò ðÿä ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè çà-
äà÷. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåìû äèññåðòàöèè îíè ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè,
òàê êàê ñâÿçàíû ñ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî, èìåííî ýòà ñâÿçü
ïîçâîëÿåò èõ ðàññìàòðèâàòü â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå. Ê òàêîâûì îòíî-
ñÿòñÿ:

• Ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè â
âèäå èíòåãðàëîâ ïî ïðîèçâåäåíèÿì ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ äâóìåð-
íûõ ñèñòåì Äèðàêà êàê ýëëèïòè÷åñêîãî, òàê è ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ðåøèòü
ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Äåâè-Ñòþàðòñîíà ìåòîäîì Ôóðüå. Êðî-
ìå òîãî, ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþò
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î âîçìóùåíèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïðè âîç-
ìóùåíèè ïîòåíöèàëà äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íà
äâóìåðíûå ñèñòåìû Äèðàêà.
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• Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ïî äâóì ïàðàìåòðàì ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñâÿçàííîãî ñ äâóìåðíîé ýëëèïòè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé Äèðàêà, íåàíàëè÷åñêè çàâèñÿùàÿ îò îäíîãî èç ïàðà-
ìåòðîâ.

• Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé äâóìåðíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû
Äèðàêà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè,
ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòèêè ïî ÷åòûðåì ïà-
ðàìåòðàì.

• Àñèìïòîòèêè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ñ áûñòðî îñöèë-
ëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû íîâûå.

0.9 Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â ïåð-
âîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåí èçâåñòíûé ôîðìàëèçì ìåòîäà îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2, Èøèìîðè-1 è ÊÐ-2. Çäåñü áóäåì
ñëåäîâàòü èçëîæåíèþ ðàáîò [93, 131, 88]. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé
ýòîò ôîðìàëèçì ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìîé D̄-çàäà÷åé. Äëÿ íàøèõ öåëåé
îêàçàëîñü óäîáíûì ïåðåïèñàòü ýòó çàäà÷ó â âèäå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ýëëèïòè÷åñêîé äâóìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Äèðàêà.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ÄÑ-2. Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîé âñïîìîãàòåëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé äâó-
ìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Äèðàêà. Èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé
ýòîé ñèñòåìû ïî äîïîëíèòåëüíîìó ïàðàìåòðó, âõîäÿùåìó â ðåøåíèå ÷å-
ðåç êðàåâîå óñëîâèå. Öåíòðàëüíîå ìåñòî çäåñü çàíèìàåò òåîðåìà îá îáðà-
òèìîì ïðåîáðàçîâàíèè, îñíîâàííîì íà íàáîðå ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ðå-
øåíèÿìè ñèñòåìû Äèðàêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè îäíîâðåìåííî
ÿâëÿþòñÿ è ðåøåíèÿìè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-2. Ýòî
ïîçâîëÿåò ðåøàòü ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì Ôóðüå.
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Âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷àñòè âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ ôîðìàëü-
íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-2 ñ ñîëèòîííûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âîçìóùåííûì ìàëîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé.

Âî âòîðîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà
îáðàòíîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ íåêîòî-
ðîãî êîìïàêòíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïðè çíà÷åíèè äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà k = k0. Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî-
ñòðîåíèé ïîëó÷åíî, ÷òî âîçìóùåííûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð íå èìååò
íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè k = k0. Ýòî ãîâî-
ðèò î ñòðóêòóðíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíà ñèñòåìû ÄÑ-2. Ñëåäóþùàÿ,
òðåòüÿ ÷àñòü ãëàâû 2 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ÄÑ-2 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì áëèçêèì ê ñîëèòîííîìó. Ïîêàçà-
íî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïîòåðþ ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû äàííûìè ðàññåÿíèÿ,
ðåøåíèå ñèñòåìû ÄÑ-2 ñîõðàíÿåò ñîëèòîííóþ ôîðìó â ãëàâíîì ÷ëåíå,
âïëîòü äî âðåìåí ïîðÿäêà îáðàòíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèê óáûâà-
þùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÄÑ-2, Èøèìîðè-1 è ÊÏ-2 ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ âðåìåíè. Ïîñòðîåíèå ýòèõ àñèìïòîòèê ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ðåøå-
íèé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Äèðàêà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà,
ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ñóùåñòâåííî ñëîæíåå,
÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòèêè äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2 è Èøèìîðè-1.
Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì ôàç áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ýêñïîíåíò â êî-
ýôôèöèåíòàõ ñèñòåìû Äèðàêà. Äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2 è Èøèìîðè-1 ôàçà
èìååò òîëüêî îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ óðàâíåíèÿ
ÊÏ-2 � ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ è â çàâèñèìî-
ñòè îò èõ çíà÷åíèé ìîæåò èìåòü ëèáî äâå ïðîñòûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè,
ëèáî îäíó âûðîæäåííóþ. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè â îêðåñòíîñòè âûðî-
æäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèÿì.
Ïîëó÷åííûå â ýòîé ãëàâå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
èìåþò îãèáàþùóþ ïîðÿäêà O(t−1) è îñöèëëèðóþò. Îïðåäåëåíà çàâèñè-
ìîñòü îãèáàþùåé îò äàííûõ ðàññåÿíèÿ è ôàçà îñöèëëèðóþùåé ýêñïî-
íåíòû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåí èçâåñòíûé [109] ôîðìàëèçì
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ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàííûé ñ óðàâíåíèÿìè ÄÑ-1. Ýòîò
ôîðìàëèçì èñïîëüçóåò çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ äâóìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-
ñòåìû Äèðàêà â ïðÿìîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ è òàê íàçûâàåìóþ íåëîêàëüíóþ
çàäà÷ó Ðèìàíà â îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ.

Â ïÿòîé ãëàâå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè âðåìåíè
óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-1. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷åíà
àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà ñ áûñòðî îñöèëëèðó-
þùèì êîýôôèöèåíòîì.

Â øåñòîé ãëàâå èçó÷àëàñü òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ÄÑ-1. Ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïðîèçâåäåíèé ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîé äâó-
ìåðíîé ñèñòåìû Äèðàêà ïîñòðîåíî îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ôîð-
ìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÄÑ-1 ñ ñîëèòîíîì â ãëàâíîì
÷ëåíå àñèìïòîòèêè. Ðåøåíèå ïðèãîäíî âïëîòü äî âðåìåí ïîðÿäêà îáðàò-
íîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.

Ñåäüìàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îá àñèì-
ïòîòèêå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû ïîñòðîåíà àñèì-
ïòîòèêà èíòåãðàëîâ ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ. Âî âòîðîé � èíòåãðàëîâ
òèïà Êîøè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé â ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè.



Ãëàâà 1

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è è

D̄-ïðîáëåìà

Çäåñü ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ � àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé ÄÑ-2, ÊÏ-2, è Èøèìîðè-1 ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.
Ýòè óðàâíåíèÿ îáúåäèíåíû òåì, ÷òî â ÌÎÇÐ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
äëÿ íèõ ñâÿçàíî c ðåøåíèåì ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îáû÷-
íî íàçûâàåìîé D̄-ïðîáëåìîé. Â ýòîì ðàçäåëå íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå âî-
ïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Ôîðìóëû
ýòîãî ðàçäåëà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçâåñòíû. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ÄÑ-2, ÊÏ-2 è Èøèìîðè-1.

1.1 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-2

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ÄÑ-2 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå:

i∂tq + 2(∂2
z + ∂2

z̄ )q + (g + g)q = 0,

∂z̄g = −κ∂z|q|2. (1.1)

×åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 â òàêîì âèäå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [93]. Ýòó

ôîðìó óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñòàíäàðòíîé (2) ïðè α2 = −1.
Äëÿ ïåðåõîäà ê óðàâíåíèÿì (1.1) íàäî ñäåëàòü çàìåíû: z = x + iy,
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∂z = 1
2
(∂x−i∂y), ôóíêöèþ A(x, y, t) çàìåíèòü íà q(z, t), ôóíêöèÿ g ñâÿçàíà

ñ ôóíêöèÿìè p è A ôîðìóëîé: ∂xg = 1
2
(∂yp+ i∂xp) + κ∂x|A|2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâìåñò-
íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé:(

∂z̄ 0

0 ∂z

)
φ =

1

2

(
0 q(z, t)

κq(z, t) 0

)
φ (1.2)

è
∂tφ =

(
2i∂2

z + ig iφ2∂zq − iq∂z̄

iκ∂z q̄ + iκq̄∂z −2i∂2
z̄ − ig

)
φ. (1.3)

Íèæå êðàòêî èçëîæåíà ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [106, 93].

1.1.1 Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-2

è ýâîëþöèÿ ýëåìåíòîâ T -ìàòðèöû

Ïðÿìîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìà-
òðè÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâîìó
óñëîâèþ

E(−kz)φ(k, z)||z|→∞ = I, (1.4)
è âû÷èñëåíèå ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ðåøåíèåì òàê íàçûâàåìûõ äàííûõ ðàñ-
ñåÿíèÿ. Â (1.4) ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

E(zk) =

(
exp(kz) 0

0 exp(kz)

)
, I =

(
1 0

0 1

)
.

Èíîãäà óäîáíî âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.4) ðàññìàòðèâàòü ýê-
âèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [93]:

(I −G[q, k])φ = E(kz), (1.5)

ãäå G[q, k] � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

G[q, k]φ =
1

4iπ

∫ ∫
C
dξ ∧ dξ̄ ×

×

(
0 q(ξ) exp(k(z−ξ))

z−ξ
κq̄(ξ) exp(k(z−ξ))

z−ξ 0

)
φ(ξ, k). (1.6)
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû φ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [93]:

φ = σ−1φσ, σ =

(
0 1

κ 0

)
. (1.7)

Ñóùåñòâîâàíèå è àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(1.2), (1.4) îïðåäåëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé q(z). Äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ k ∈ C. Ñ ðåøå-
íèåì êðàåâîé çàäà÷è è ôóíêöèåé q(z) â ìåòîäå îáðàòíîé çàäà÷è ñâÿçû-
âàåòñÿ T -ìàòðèöà [93]:

T (k) =

(
a(k) b(k)

κb(k) a(k)

)
=

−i
4π

∫ ∫
C

dz ∧ dz̄

(
q(z)φ21 exp(−kz) q(z)φ22 exp(−kz)
κq̄(z)φ11 exp(−kz) κq̄(z)φ12 exp(−kz)

)
. (1.8)

Ôóíêöèþ b(k) èç ýòîé ìàòðèöû îáû÷íî íàçûâàþò äàííûìè ðàññåÿ-
íèÿ. Ïîñòðîåíèåì T -ìàòðèöû çàêàí÷èâàåòñÿ ýòàï ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà-
÷è ðàññåÿíèÿ. Ñëåäóþùèé øàã � âûÿñíåíèå çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ýòîé
ìàòðèöû îò âðåìåíè, ïðè óñëîâèè, ÷òî çàâèñèìîñòü ôóíêöèè q îò âðåìå-
íè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Äåâè-Ñòþàðòñîíà. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
φ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.3). Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëîâ ïðèâîäèò ê ôîð-
ìóëàì ([93]):

∂tb = 2i(k̄2 + k2)b, ∂ta = 0. (1.9)
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âû÷èñëåíèè ýâîëþöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿ-

íèÿ â [93] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå èíòåãðàëû, â ïðîìåæóòî÷íûõ âûðà-

æåíèÿõ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî âðåìåíè. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïî-

ëîæåíèå î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêî-

òîðûõ êëàññîâ ðåøåíèé. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé z ∈ C ýòè

êëàññû â îáùåì âèäå äî ñèõ ïîð íå îïèñàíû.

1.1.2 Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Çàìå÷àòåëüíîå íàáëþäåíèå, ñäåëàííîå â [106], ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó
ñ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïî z è z̄ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
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ôóíêöèé φij, óäîâëåòâîðÿåò åùå êðàåâîé çàäà÷å:(
∂k̄ 0

0 ∂k

)
φT =

(
0 κb̄(k, t)

b(k, t) 0

)
φT , E(−kz)φT ||k|→∞ = I. (1.10)

Çäåñü φT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà φ.
Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.10) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ D̄-çàäà÷åé. Îíà ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ìàòðèö-ôóíêöèè φ ÷åðåç äàííûå ðàññåÿíèÿ.
Áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî (1.10) ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé:
(I − 2G[κb̄, k])φT = E(kz), (1.11)

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (1.10) è âû÷èñëåíèå ôóíêöèé q(z, t) è
g(z, t) ïî ôîðìóëàì

q(z, t) =
−i
π

∫ ∫
C

dp ∧ dp b(p) exp(2it(p2 + p̄2)− pz)φ11(p, z, t), (1.12)

g = −V.P.
∫ ∫

C

dv ∧ dv̄ |q(v, t)|2

2πi(v − z)2
(1.13)

íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2.
Çàìå÷àíèå 3. Èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ýâîëþöèîííàÿ

çàäà÷à ëèíåéíà, êëàññû ðåøåíèé óðàâíåíèé ÄÑ-2 óäîáíî îïðåäåëÿòü â

òåðìèíàõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ � ôóíêöèè b(k). Ïîýòîìó çàäà÷à îá èññëå-

äîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ÷àñòî

ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Âîïðîñ î ñîïîñòàâëå-

íèè êëàññîâ íà÷àëüíûõ äàííûõ è êëàññîâ äàííûõ ðàññåÿíèÿ îòíîñèòñÿ

íå ñòîëüêî ê ýâîëþöèîííûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, ñêîëüêî ê ñïåê-

òðàëüíîé òåîðèè äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.2).

1.1.3 Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ

Ñîëèòîíû â ðåøåíèè óðàâíåíèé ÄÑ-2 âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (1.2) èìååò îñîáåííîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà â
íåêîòîðûõ òî÷êàõ k = kj, j = 1, . . . , n. Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà åñòü òîëüêî îäíà òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà è, ñîîòâåòñòâåííî,
îäèí ñîëèòîí. Ñëó÷àé n ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ îïèñàí â [93].
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Îáîçíà÷èì îñîáóþ òî÷êó ðåøåíèÿ k0. Ðàçëîæèì â îêðåñòíîñòè ýòîé
îñîáîé òî÷êè ôóíêöèþ φ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì k − k0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì ýòî ðàçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà
(k − k0)

−1. Åñëè ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.5)
è ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (k − k0) ïîëó-
÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî k−k0

â îêðåñòíîñòè òî÷êè kj ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

A−G[q, k0]A = 0. (1.14)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(1) ñòîëáåö � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ� äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè íîðìèðîâàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì:(

∂k 0

0 ∂k̄

)
G[q, k]

∣∣∣∣
k=k0

A(1)(z) =

(
exp(zk0)

0

)
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòîëáåö, ïîëó÷åííûé ïî ôîðìóëå
A(2) = σA(1)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.14).
Íèæå óäîáíî ïåðåéòè îò ìàòðèöû φ ê ðàññìîòðåíèþ òîëüêî ïåðâîãî

ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû φ(1). Çíàÿ ïåðâûé ñòîëáåö, âòîðîé ñòîëáåö ëåãêî
âîññòàíîâèòü ïî ôîðìóëå

φ(2) = σφ(1).

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå â îêðåñòíîñòè k0 ñòîëáåö φ(1) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå [106, 93]:

φ(1)(z, k)|k→k0 =
A(1)(z)

k − k0

+O(1).

Ãëàäêàÿ ÷àñòü ïåðâîãî ñòîëáöà φ(1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè k0 ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [93]:

∂k
[
(k − k0)φ(1)(k, z)

]
|k=k0 = µA(1)(z) + νσA(1)(z).

Íàáîð ïàðàìåòðîâ k0, µ, ν íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ÷àñòüþ äàííûõ ðàñ-
ñåÿíèÿ, ôóíêöèÿ b(k) � íåïðåðûâíîé ÷àñòüþ äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ïàðà-
ìåòð k0 íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îñòàëüíûõ
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ïàðàìåòðîâ äèñêðåòíîé ÷àñòè äàííûõ ðàññåÿíèÿ [93]:

µ(t) = µ+ 4ik0t, ν(t) = ν exp(−2it(k2
0 − k̄2

0)).

Åñëè äàííûå ðàññåÿíèÿ ñîäåðæàò äèñêðåòíóþ (ñîëèòîííóþ) ÷àñòü,
òîãäà ïðåæäå ÷åì ðåøàòü D̄-çàäà÷ó ìàòðèöó φ íàäî ðåãóëÿðèçîâàòü �
âû÷åñòü èç íåå ñèíãóëÿðíûå ñëàãàåìûå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì D̄-
çàäà÷ó äëÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ
ïåðâîãî ñòîëáöà φ(1) ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
[93]:

φ(1) +
N∑
j=1

(
A(1)

)
j

k − kj
exp((k − kj)z) = E(1)(kz) +

+
1

2iπ

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄
k − p

b̄(p) exp((k − p)z)σφ(1)(p, z). (1.15)

Îäíàêî, ýòîãî óðàâíåíèÿ íåäîñòàòî÷íî. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè
φ(1) â îêðåñòíîñòè k0[93]:

E(1)(k0z) +
1

2iπ
V.P.

∫ ∫
C

dζ ∧ dζ̄
kj − ζ

b̄(ζ) exp(−it(ζ2 + ζ̄2) + z(k0 − ζ))×

×σφ(1)(ζ, z, t) = (z + µ)A(1)(z) + νσA(1)(z).(1.16)

Çäåñü âàæíî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê âáëèçè îñîáåííîñòè kj ôóíêöèÿ b̄(k) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå b̄(k) = k−k0

k−k0 b̃(k), ãäå b̃(k) � ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè kj
[93].

Ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè q(z, t) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

q(z, t) =
−i
π

∫ ∫
C

dp ∧ dp b(p) exp(2it(p2 + p̄2)− pz)φ11(p, z, t)−

−(A(1))2(z) exp(−k0z) (1.17)

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ � ôóíê-
öèÿ b(k) � òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òî-
ãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.16) ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
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ðåøåíèé îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.14):

A(z) =
[
A(1), A(2)

]
(z) =

( (z−µ) exp(zk0)
|z+µ|2−κ|ν|2

ν̄ exp(zk0)
|z+µ|2−κ|ν|2

ν exp(zk0)
|z+µ|2−κ|ν|2

(z−µ) exp(zk0)
|z+µ|2−κ|ν|2

)
; (1.18)

φ = E(kz)−
( exp((k−k0)z)

k−k0 0

0 exp((k−k0)z)

k−k0

)
A(z). (1.19)

Îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Äåâè-Ñòþàðòñîíà ([93]):

q(z, t) =
2ν̄ exp(−it(k2

0 + k̄2
0) + k0z − k0z)

|z + 4ik0t+ µ|2 − κ|ν|2
,

g(z, t) =
−4(z + +4itk0 + µ)2

(|z + 4itk0 + µ|2 − κ|ν|2)2
. (1.20)

1.2 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Èøèìîðè-1

Äëÿ óðàâíåíèé Èøèìîðè-1 (â (3) α2 = 1) ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññå-
ÿíèÿ èçëîæåí, íàïðèìåð, â [131]. Çäåñü, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèâîäèòü
åãî ïîëíîñòüþ, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé, ñâÿçûâàþùåé ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé Èøèìîðè è ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è (1.2) äëÿ
óðàâíåíèé ÄÑ-2.

Ñëåäóÿ [131], îáîçíà÷èì S̃ = ~S~σ, ãäå ~σ = (σ1, σ2, σ3), à σ1,2,3 � ìàòðèöû
Ïàóëè:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Òîãäà
S̃ = −φ−1σ3φ, (1.21)

ãäå φ � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.2) ñ ïîòåíöèàëîì, q � ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèé ÄÑ-2.

1.3 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ-2

Ñâîéñòâà ðåøåíèé è ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ (1) çàâè-
ñÿò îò çíàêà α2. Â ñëó÷àå α2 = 1 ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ÊÏ-2. Ôîðìà-
ëèçì ÌÎÇÐ äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 áûë ïðåäëîæåí â [88]. Ðåøåíèå çàäà÷è
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Êîøè äëÿ (1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò èç
äâóõ ýòàïîâ. Ïåðâûé � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è:

−∂yϕ+ ∂2
xϕ+ 2ik∂xϕ+ uϕ = 0, ϕ||k|→∞ = 1, (1.22)

è âû÷èñëåíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïî ôîðìóëå:

b(k) =
sgn(−<(k))

2π

∫ ∫
R2 dx dy u0(x, y)ϕ(x, y, k, 0)×

× exp(−i(k + k̄)x− (k2 − k̄2)y).

Çäåñü u0(x, y) � íà÷àëüíîå óñëîâèå.
Çàìå÷àíèå 4. Çäåñü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.22)

íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè k ∈ C. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ

ôóíêöèé u0(x, y) â [114] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (1.22) ðàçðåøèìà ïðè k ∈
C.

Ñëåäóþùèé ýòàï � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Íà ýòîì ýòàïå
îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò âðåìåíè - îíà èìååò âèä

b(k; t) = b(k) exp(4it(k3 + k̄3)).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 îáû÷íî àññîöèèðó-
åòñÿ ñ íåëîêàëüíîé D̄-çàäà÷åé � ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ [88]:

∂k̄ϕ(x, y; k) = b(k; t)ϕ(x, y,−k̄) exp(i(k + k̄)x− i(k2 − k̄2)y). (1.23)

Îäíàêî, íàì óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü âìåñòî (1.23) ñèñòåìó ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, êàê è â ñëó÷àå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2.
Äëÿ ïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ (1.23) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îáîçíà÷èì:

ψ(x, y; k, t) = ϕ(x, y;−k̄, t) exp(i(k + k̄)x− i(k2 − k̄2)y).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé ϕ è ψ ïîëó÷èì D̄-çàäà÷ó:
∂k̄ϕ = ψ b(−k̄) exp(itS),

∂kψ = −ϕ b(k) exp(−itS);

(
ϕ

ψ

)
||k|→∞ =

(
1

1

)
. (1.24)
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Çäåñü S = 4(k3 + k̄3) + (k+ k̄)ξ − i(k2 − k̄2)η, ξ = x/t, η = y/t, ôóíêöèÿ
b(k) � íåàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé k ∈ C.

Ïîñëåäíèé øàã â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè èí-
òåãðàëà, äàþùåãî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè [88]:

u(x, y, t) = ∂x

∫ ∫
C
dk ∧ dk̄ b(k)ψ(k, x, y, t) exp(itS). (1.25)



Ãëàâà 2

Ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

ñîëèòîíà ÄÑ-2

Â ýòîé ÷àñòè ðàññìîòðåí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïî
îòíîøåíèþ ê ìàëîìó âîçìóùåíèþ ïîòåíöèàëà. Èçó÷åíî äâà ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àÿ. Åñëè ïîòåíöèàë â ñèñòåìå óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî ìàë, òîãäà ïðÿ-
ìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Â ðàçäåëå
2.1, ñëåäóÿ ðàáîòå àâòîðà [128], ïîäðîáíî è ñòðîãî èññëåäîâàí èìåííî
ýòîò ñëó÷àé. Äðóãîé, íåñêîëüêî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åí äëÿ
ñîëèòîííîãî ïîòåíöèàëà, çàâåäîìî íå óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ äîñòà-
òî÷íîé ìàëîñòè èç 2.1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ
ðàññåÿíèÿ íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó ôèíèòíîìó âîçìóùåíèþ
ïîòåíöèàëà. Ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí è èññëåäîâàí ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿð-
íîé òåîðèè âîçìóùåíèé íà ôîðìàëüíîì óðîâíå â ðàáîòàõ Ð.Ð. Ãàäûëüøè-
íà è àâòîðà [10, 11]. Ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ äâóõ ðàáîò
ïîñâÿùåí ðàçäåë 2.2. Â ðàçäåëå 2.3 òàêæå ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîé òåîðèè
âîçìóùåíèé, ñëåäóÿ åùå îäíîé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ð.Ð. Ãàäûëüøèíûì
[111], ïîêàçàíî, ê êàêèì èçìåíåíèÿì â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 âåäåò
íåóñòîé÷èâîñòü çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

33
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2.1 Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è
óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû Äèðàêà.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàçäåëà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îáðàòèìîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (òèïà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) äëÿ ãëàäêèõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîñòðîåíî ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.4).
Îïåðàòîðû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü
ïðÿìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ âàðèàöèé ïîòåíöèàëà è âàðèàöèé äàí-
íûõ ðàññåÿíèÿ. Óñòàíîâëåííîå îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âàðèàöè-
ÿìè ïîòåíöèàëà è âàðèàöèÿìè äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá
óñòîé÷èâîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ èç óêàçàííîãî
êëàññà ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà â êðàòêîì âèäå èçëîæåíû â
[128]. Çäåñü îíè ïðèâåäåíû ñ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî îáðàçîâ ôóíêöèé ñîñòîèò â èõ ñïåöèôè÷å-
ñêîé ýâîëþöèè ïî âðåìåíè, åñëè â çàäà÷å (1.2), (1.4) ïîòåíöèàë q ýâî-
ëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ÄÑ-2. Ðàññìîòðèì
ëèíåàðèçîâàííóþ íà q, g ñèñòåìó óðàâíåíèé ÄÑ-2 (ëÄÑ-2):

i∂tU + (∂2
z − ∂2

z̄ )U + (g + ḡ)U + (v + v̄)q = iF,

∂z̄v = ∂z(Ūq + Uq̄).

(2.1)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè U , ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé çàäà-
÷è (1.2), (1.4), ðàçäåëÿåò çàâèñèìîñòü îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ
è âðåìåíè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ìåòîäå Ôóðüå. Òàêîå ðàçäåëåíèå ïå-
ðåìåííûõ â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà îáû÷íî èíòåðïðåòèðóþò
êàê ñëåäñòâèå èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåìåííûõ òèïà äåéñòâèå-óãîë äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-2 [54], [140].

Çäåñü îáîáùåíû íà ñëó÷àé äâóõ èçìåðåíèé ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå êâà-
äðàòîâ ðåøåíèé îäíîìåðíîé ñèñòåìû Äèðàêà [122, 14]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû îòêðûâàþò âîçìîæíîñòü ïîëíîãî èññëåäî-
âàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ëÄÑ-2 ìåòîäîì Ôóðüå. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ïðîñòðàíåí íà 2+1-ìåðíóþ (äâå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìÿ)
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ñèñòåìó óðàâíåíèé ëÄÑ-2 èçâåñòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ëèíåàðèçàöèé
1+1-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ ÌÎÇÐ óðàâíåíèé [122, 125, 13, 14].

2.1.1 Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè

Ïðèâåäåì ôîðìóëó ïðåäñòàâëåíèÿ ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè â
âèäå èíòåãðàëà òèïà Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì, ñâÿçàííûì ñ ðåøåíèåì çàäà÷è
(1.2), (1.4). Ýòó ôîðìóëó óäîáíî çàïèñàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü îáîçíà÷å-
íèÿìè äëÿ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì:

(φ(i), ψ(j))f =
∫ ∫

C dz ∧ dz̄
(
f̄(z)φ1i(z, k)ψ1j(z, k) + f(z)φ2i(z, k)ψ2j(z, k)

)
,

(2.2)
〈φ(i), ψ(j)〉h =

∫ ∫
C dk ∧ dk̄

(
φi1(z, k)ψj1(z, k) h̄(k) − φi2(z, k)ψj2(z, k)h(k)

)
.

(2.3)
Çäåñü φ(i) � i-òûé ñòîëáåö ìàòðèöû φ, φ(i) � i-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû φ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà 1 (Î ðàçëîæåíèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ q â çàäà÷å (1.2), (1.4)

òàêàÿ, ÷òî q, |q|, ∂zq, ∂z̄q, ∂2
zq, ∂

2
z̄q � ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè

âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = 1
2
(z + z̄), y = 1

2i
(z− z̄) è âûïîëíåíî óñëî-

âèå:

sup
z∈C

∫ ∫
dxdy

|q(x+ iy)|
|z − (x+ iy)|

< 2π, (2.4)

òîãäà ôóíêöèÿ u ∈ C1 ∩ L1 ïðåäñòàâèìà â âèäå:

u(z) =
−i
π
〈φ(2), ψ(2)〉û, (2.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ û(k) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé:

û =
i

4π
(φ(2), ψ(2))u. (2.6)

Çäåñü ψ � ðåøåíèå çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé (1.2), (1.4) îòíîñèòåëüíî ïî-

ëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû (2.2).

Çàìå÷àíèå 5. Óñëîâèå (2.4) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4) ïðè ∀k ∈ C.
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Ñïåöèàëüíûé õàðàêòåð ýâîëþöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4), åñëè q
ýâîëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè ÄÑ-2, ïîçâîëÿåò âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì (2.5) äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ëÄÑ-2.
Òåîðåìà 2 (Î ðåøåíèè ìåòîäîì Ôóðüå). Ïóñòü q ôóíêöèÿ èç ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î ðàçëîæåíèè

ïðè 0 ≤ t < T0 = Const, òîãäà ôóíêöèþ U èç ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ (2.1):

U |t=0 = U0(z), v||z|→∞ = 0 (2.7)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

U(z, z̄, t) =
−i
π
〈φ(2), ψ(2)〉Û , (2.8)

ãäå Û � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

∂tÛ − 2i(k2 + k̄2)Û = F̂ (k, t), Û |t=0 =
i

4π
(φ(2), ψ(2))U0 ,

çäåñü: F̂ (k, t) = i
4π

(φ(2), ψ(2))F .

2.1.2 Ðàçðåøèìîñòü ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), (1.4) ñóùåñòâóåò ïðè ∀k ∈ C, åñëè
ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.4). Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ïîçâî-
ëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè q èç áîëåå øèðîêîãî êëàññà,
ïî ñðàâíåíèþ ñ [109], ãäå ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ ïîòåíöèà-
ëîâ èç êëàññà Øâàðöà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.4), òîãäà ðåøåíèå çà-

äà÷è (1.2), (1.4) ñóùåñòâóåò ïðè ∀k ∈ C.

Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïðè |k| → ∞
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4). Â [93] ýòà àñèìïòîòèêà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè q ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü q, |q|, ∂zq, ∂zq, ∂2
zq, ∂

2
z̄q � ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå ôóíê-

öèè âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = 1
2
(z + z̄), y = 1

2i
(z − z̄) è q óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (2.4), òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), (1.4) ïðè |k| → ∞
èìååò âèä:

φ11(z, k) = (1 + 1
4k
∂−1
z̄ |q| + O(|k|−2)) exp(kz),

φ12(z, k) = (− 1
2k̄
q̄ + O(|k|−2)) exp(kz),

(2.9)

çäåñü

∂−1
z̄ f =

∫ ∫
C

dw ∧ dw̄ f(w)

z − w
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïåðåéäåì îò çàäà÷è (1.2), (1.4) ê ýê-
âèâàëåíòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.5). Ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1.5) áóäåì èñêàòü â êëàññå X ′ � íåïðåðûâíûõ ïî z, z̄ îãðàíè-
÷åííûõ ìàòðèö, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðûõ äèôôåðåíöèðóåìà ïî z̄, âòîðàÿ
� ïî z. Íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

||φ|| = max
j=1,2

sup
z∈C

(|Ejj(−kz)φj1(z, k)|+ |Ejj(−kz)φj2(z, k)|).

Çäåñü Elm(−kz) è φlm(z, k) � ýëåìåíòû ìàòðèö E(−kz) è φ ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Èññëåäóåì ñâîéñòâà îïåðàòîðà G â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (1.5). Èñ-
õîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà G è ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé X ′, ìîæíî
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå:
Ëåììà 1. Ïóñòü φ ∈ X ′, òîãäà ||G[q, k]φ|| ≤M ||φ||, ãäå

M =
1

4π
sup
z∈C

∣∣∣∣ ∫ ∫C
dζ ∧ dζ̄ |q(ζ, z̄)|

|z − ζ|

∣∣∣∣.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Îöåíêà âåëè÷èíû ||G[q, k]φ|| ïîëó÷àåòñÿ ïî-

ñëå ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå G[q, k]φ íîðìû φ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñî
ñëàáûì ÿäðîì, ïîýòîìó ýòîò îïåðàòîð íåïðåðûâíûå ïî z, z̄ ôóíêöèè ïå-
ðåâîäèò â íåïðåðûâíûå ñì.[9], c.287. Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû îïðåäå-
ëåíèÿ îïåðàòîðà G è ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà ñëåäóåò, ÷òî îí ïåðåâîäèò



Ãëàâà 2. Ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíà ÄÑ-2 38

íåïðåðûâíûå ïî z, z̄ ìàòðèö-ôóíêöèè â ìàòðèö-ôóíêöèè ñ ïåðâîé ñòðî-
êîé, äèôôåðåíöèðóåìîé ïî z̄, âòîðîé � ïî z. Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà
G ñëåäóåò èç ëåììû 1. Òîãäà G � ñæèìàþùèé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
X ′, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (1.5) èìååò ðåøåíèå ïðè ∀k ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìà è êðàå-
âàÿ çàäà÷à (1.2), (1.4). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè
ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ïðè |k| → ∞ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2),
(1.4). Âî âòîðîé ÷àñòè ïðîâîäèòñÿ îöåíêà îñòàòêà àñèìïòîòèêè. Óñëîâèå
(2.4) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà � ïðè îöåíêå
îñòàòêà àñèìïòîòèêè.
Ëåììà 2. Ïóñòü q, |q|, ∂zq, ∂zq � ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè âå-

ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = 1
2
(z + z̄), y = 1

2i
(z − z̄), òîãäà ôîðìàëüíîå

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè |k| → ∞ ïî modO(|k|−2) ðåøåíèå çàäà÷è (1.2),

(1.4) èìååò âèä (2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ôîðìàëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè |k| →
∞ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4) â âèäå E(kz)ϕ, ãäå:

ϕ = I + E(−kz)( 1

|k|
χ+

1

|k|2
κ). (2.10)

Ïîäñòàâèì (2.10) â (1.2), ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè |k|0, |k|−1. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

χ11 =
−k̄
|k|

∂−1
z̄ (

|q|2

4
), χ12 =

k

|k|
q

2
;

χ21 =
k̄

|k|
(− q̄

2
), χ22 =

−k
|k|

∂−1
z (−|q|

2

4
);

κ12 =
|k|
k̄

(−∂z̄χ12 −
q

2
χ22),

κ21 =
|k|
k

(−∂zχ21 −
q̄

2
χ11).

Êîìïîíåíòû κ11 è κ22 íå âëèÿþò íà ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ ïî modO(|k|−2). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì èõ ðàâíûìè íóëþ.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (2.4) óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî (2.10) ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (1.2), (1.4) â âèäå:

φ = E(kz)ϕ+
1

|k|2
Φ. (2.11)

Ïîäñòàâèì (2.11) â (1.2). Ïåðåéäåì äëÿ Φ ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

(I −G[q, k])Φ = F,

ãäå:
F =

i

2π

∫ ∫
C
dζ ∧ dζ̄

(
0 1

z−ζ
1
z−ζ 0

)
×

×

(
q
2
κ21 −∂z̄κ12 exp(k(z − ζ))

−∂zκ21 exp (k(z − ζ)) −q̄
2
κ12

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F ∈ X ′. Äàëåå, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3,
ïîëó÷èì, ÷òî Φ ∈ X ′. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

2.1.3 Ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà

Ïðèâåäåì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî ïîëóòî-
ðàëèíåéíûõ ôîðì (2.2) è (2.3), è ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèåì ýòèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ îäíà è òà æå ìàòðèö-ôóíêöèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗[q, k] îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé G[q, k] îòíîñèòåëü-
íî ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû (2.2):

(G[q, k]φ, ψ)q = (φ,G∗[q, k]ψ)q.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûé âûâîä îïåðàòîðà G∗[q, k].

(G[q, k]φ(j), ψ(j))q =
−i
4π

∫ ∫
C

dz ∧ dz̄×

×
[
q(z)

(∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄ q(ξ)exp(kz − kξ)

z − ξ
φ2j(ξ, k)

)
ψ1j(z, k) +
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+q(z)

(∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄ −q(ξ) exp(kz − kξ)

z − ξ
φ1j(ξ, k)

)
ψ2j(z, k)

]
=

=
−i
4π

∫ ∫
C

dξ∧dξ̄
[
q(ξ)φ1j(ξ, k)

(∫ ∫
C

dz ∧ dz̄ κq(z)exp(kz − kξ)

z − ξ
ψ2j(z, k)

)
+

+q(ξ)φ2j(ξ, k)

(∫ ∫
C

dz ∧ dz̄ q(z)exp(kz − kξ)

k − l
ψ1j(z, k)

)]
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà G∗[q, k]:

G∗[q, k]ψ =
i

4π

∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄
(

0 κq(ξ) exp(kξ−kz)
ξ−z

q(ξ) exp(kξ−kz)
ξ−z 0

)
ψ(ξ, k).

Ìàòðèöà ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

ψ = G∗[q, k]ψ + E(−kz). (2.12)

Ïîëíîñòüþ ïîâòîðèâ ïðåäûäóùèé ïóíêò, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ïðè ∀k ∈ C, è åãî àñèìïòîòèêà ïðè k →∞ èìååò
òó æå ñòðóêòóðó, çà èñêëþ÷åíèåì çíàêà â ýêñïîíåíòå.

Äëÿ ìàòðèöû ψ(z, k) ìîæíî òàê æå, êàê è äëÿ ìàòðèöû φ ïîëó÷èòü
ôîðìóëû D̄-çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ôîðìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî k̄ ïåð-
âûé ñòîëáåö èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.12). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

∂k̄ψ11 −
−1

4π

∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄ κq(ξ)exp(kξ − kz)

ξ − z
∂k̄ψ21 = 0,

∂k̄ψ21 −
−i
4π

∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄ q(ξ)exp(kξ − kz)

ξ − z
∂k̄ψ11−

−−i
4π

∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄ q(ξ) exp(kξ − kz)ψ11(ξ, k).

Îáîçíà÷èì

β(k) =
−i
4π

∫ ∫
C

dξ ∧ dξ̄q(ξ) exp(kξ)ψ11(ξ, k).

Ïîêàæåì, ÷òî β(k) ≡ b(k). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ b̄(k):

4πib̄(k) = (φ(1), E(1)(−kz))q = (φ(1), ψ(1))q − (φ(1)G
∗ψ(1))q =

= (φ(1), ψ(1))q − (Gφ(1), ψ(1))q = (E(1)(kz), ψ(1))q.
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Òîãäà:
b̄(k) = β̄(k),

èëè
b(k) =

−i
4π

∫ ∫
C

dz ∧ dz̄ q(z) exp(kz)ψ11(z, k).

Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòîëáåö ∂k̄ψ(1) óäîâëåòâîðÿåò ñ òîìó æå
óðàâíåíèþ, ÷òî è ñòîëáåö β(k)ψ(2). Ñëåäîâàòåëüíî:

∂k̄

(
ψ11

ψ21

)
= b(k)

(
ψ12

ψ22

)
.

×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ D̄-çàäà÷è äëÿ âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû ψ,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ñèììåòðèè

ψ = σ−1ψσ,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ìàòðèöû φ (1.7), íî è äëÿ ðåøåíèé
ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé D̄-çàäà÷è
äëÿ ìàòðèöû ψ: (

∂k̄ψ11 ∂kψ12

∂k̄ψ21 ∂kψ22

)
= ψ

(
0 b(k)

−b̄(k) 0

)
Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè k →∞:

E(kz)ψT (z, k)||k|→∞ = I.

Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåííîé ê D̄-çàäà÷å îò-
íîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû (2.3).

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ φ, ýêâèâàëåíòíîå çàäà÷å (1.10) èìååò
âèä:

φ = B[b, z]φ + E(kz), (2.13)
ãäå

B[b, z]φ =
i

2π

∫ ∫
C
dl ∧ dl̄ φ(z, l)×

×
(

0 b(l) exp(−lz+kz)
k−l

b(l) exp(−lz+kz)
k−l 0

)
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗[b, z] îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðà-
òîðó B[b, z] îòíîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû 〈•, •〉b. Òî åñòü, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ôîðìóëå:

〈B[b, z]φ(j), ψ(j)〉b = 〈φ(j),B∗[b, z]ψ(j)〉b.

Âûâîä íå îòëè÷àåòñÿ îò âûâîäà G∗[q, k], äàííîãî âûøå. Ïðèâåäåì ÿâíûé
âèä îïåðàòîðà

B∗[b, z]ψ =
−i
2π

∫ ∫
C

dl ∧ dl̄ ψ(z, l)

(
0 −b(l) exp(−kz+lz)

−l+k
−b(l) exp(−kz+lz)

−l+k 0

)
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà D̄-çàäà÷ó äëÿ ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψ = B∗[b, z]ψ + E(−kz). (2.14)

2.1.4 Ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëà

Çäåñü ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëà çàäà÷è
ðàññåÿíèÿ ïî âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Îíà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìàëüíûõ âû÷èñëåíèé. Íèæå ýòà ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
áàçèñíîé ñèñòåìû ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé (1.2), (1.4).

Äàííûå ðàññåÿíèÿ äëÿ çàäà÷è (1.2), (1.4) â áåññîëèòîííîì ñëó÷àå âû-
÷èñëÿþòñÿ êàê ýëåìåíò ìàòðèöû èç ôîðìóëû (1.8):

b(k) =
−i
4π

∫ ∫
C
dz ∧ dz q(z)φ22(z, k, t) exp(−kz), (2.15)

ãäå φij � ýëåìåíò ìàòðèöû φ.
Ïóñòü δq(z) � èíôèíèòèçèìàëüíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè q(z). Òîãäà, ïî

êðàéíåé ìåðå ôîðìàëüíî, âàðèàöèþ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå:

δb(k) =
−i
4π

(
(φ(2), E(2)(−kz))δq + (δφ(2), E(2)(−kz))q

)
.

Çäåñü δφ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

δφ = G[q, k]δφ+ G[δq, k]φ.
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Â ôîðìóëå äëÿ δb(k) çàìåíèì E(2)(−kz) íà ψ(2) −G[q, k]ψ(2) â ðåçóëüòàòå:

(φ(2), E(2)(−kz))δq + (δφ(2), E(2)(−kz))q = (φ(2), ψ(2))δq −
−(φ(2),G

∗[q, k]ψ(2))δq + (δφ(2), ψ(2))q − (δφ(2)G
∗[q, k]ψ(2))q. (2.16)

Â ôîðìå (δφ(2), ψ(2))q çàìåíèì δφ â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèåì:

(δφ(2), ψ(2))q = (G[δq, k]φ(2), ψ(2))q + (G[q, k]δφ(2), ψ(2))q.

Çäåñü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîïðÿæåííîñòüþ îïåðàòîðîâ G[q, k] è G∗[q, k]:

(δφ(2), ψ(2))q = (φ(2),G
∗[q, k]ψ(2))δq + (δφ(2),G

∗[q, k]ψ(2))q.

Ïîñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (2.16), ïîëó÷èì:

(φ(2), E(2)(−kz))δq + (δφ(2), E(2)(−kz))q = (φ(2), ψ(2))δq+

+(φ(2),G
∗[q, k]ψ(2))δq + (δφ(2),G

∗[q, k]ψ(2))q − (φ(2),G
∗[q, k]ψ(2))δq+

+(δφ(2), ψ(2))q − (δφ(2)G
∗[q, k]ψ(2))q

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà:

δb(k) =
−i
4π

(φ(2), ψ(2))δq. (2.17)

Ñëåäóþùèé øàã â ýòîì ïàðàãðàôå � ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèà-
öèè ïîòåíöèàëà ïî èçâåñòíîé âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ q(z) èìååò âèä [106], [93]:

q(z) =
1

iπ

∫ ∫
C
dk ∧ dk b(k, k̄)φ11(z, k) exp(−kz).. (2.18)

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûé âûâîä ôîðìóëû (2.21). Ïóñòü δb(k) � èíôèíè-
òèçèìàëüíàÿ âàðèàöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Èç (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà
äëÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëà èìååò âèä:

δq(z, z̄) =
−1

iπ

(
〈φ(2), E(2)(−kz)〉δb + 〈δφ(2), E(2)(−kz)〉b

)
, (2.19)

çäåñü E(2)(−kz) � âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû E(−kz).
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Ôîðìóëà (2.19) ñîäåðæèò âàðèàöèþ δφ. Ìàòðèöà δφ � ðåøåíèå èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

δφ − B[b, k]δφ − B[δb, k]φ = 0, (2.20)
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.19) ê áîëåå óäîáíîìó äëÿ âû÷èñëåíèé âèäó

ìîæíî ïðîäåëàòü ñ íåé òå æå ìàíèïóëÿöèè, ÷òî è ñ ôîðìóëîé äëÿ âàðè-
àöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ïðè ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ïîëóòîðà-
ëèíåéíîé ôîðìû 〈•, •〉b è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå D̄-çàäà÷è äëÿ ìàòðèöû
ψ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëà:

δq(z) =
1

iπ
〈φ(2), ψ(2)〉δb, (2.21)

Çàìå÷àíèå 6. Ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé δb
δq

èñïîëüçîâà-

ëàñü â [54, 140] ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáîê Ïóàññîíà äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

2.1.5 Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà Ôóðüå

Çäåñü ïðèâåäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Äèíè ïî
êàæäîé èç ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñïåöèàëüíûé õàðàêòåð ýâîëþöèè ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè ïîçâîëÿåò ðåøèòü ëÄÑ-2 ìåòîäîì Ôóðüå.

Âûøå ïîëó÷åíà ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿ-
íèÿ ïî âàðèàöèè ïîòåíöèàëà è íàîáîðîò � âàðèàöèè ïîòåíöèàëà ïî âà-
ðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ:

δb =
−i
4π

(φ(2), ψ(2))δq, δq(z) =
1

iπ
〈φ(2), ψ(2)〉δb.

Ýòî ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ, îäíàêî, ãëÿäÿ íà íèõ, åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè äëÿ
ôóíêöèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ôîðìó-
ëàìè, ÷òîáû óñòðîèòü îòîáðàæåíèå èç ïîäõîäÿùåãî ïðîñòðàíñòâà ôóíê-
öèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ è îáðàòíî.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), (1.4) ñóùåñòâóåò ïðè ∀k ∈ C

è èìååò àñèìïòîòèêó (2.9), òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå f 7→ f̂ :

f̂ =
−i
4π

(φ(2), ψ(2))f
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îáðàòèìî äëÿ ôóíêöèé f(z) èíòåãðèðóåìûõ ïî x è y â R2, ãäå x = 1
2
(z+

z̄), y = 1
2i

(z − z̄) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Äèíè ïî ïåðåìåííûì x è

y. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå f̂ 7→ f ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

f =
−1

iπ
〈φ(2), ψ(2)〉f̂ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîå è çàòåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò:

h =
1

iπ

∫ ∫
C
dk ∧ dk̄

( ¯̂
fφ21(z, k)ψ21(z, k)− f̂φ22(z, k)ψ22(z, k)

)
=

=
1

iπ

∫ ∫
C
dk ∧ dk̄ {−i

4π

∫ ∫
C
dz′ ∧ dz̄′

(
f(z′)φ12(z′, k)ψ21(z

′, k) +

+f(z′)φ22(z′, k)ψ22(z
′, k)

)
φ21(z, k)ψ21(z, k)

)
−

−−i
4π

∫ ∫
C
dz′ ∧ dz̄′

(
f(z′)φ12(z

′, k)ψ12(z
′, k) +

+f(z′)ψ22(z
′, k)ψ22(z

′, k)
)
φ22(z, k)ψ22(z, k)

)
},

Èíòåãðàëû ïî z′, z̄′ ñõîäÿòñÿ èç-çà èíòåãðèðóåìîñòè f ; äâîéíîé èí-
òåãðàë ïî k, k̄ ïðåäñòàâèì êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî êðóãó CR ðà-
äèóñà R ïðè R → ∞. Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z′, z̄′ è ïî
k, k̄. Çàìåíèì â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ êîìïëåêñíûå ñîïðÿæå-
íèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö φ è ψ ïî ôîðìóëàì: φ̄11 = φ22, φ̄21 = −φ12, ψ̄11 =

ψ22, ψ̄21 = −ψ12. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

h =
−1

4π2
lim
R→∞

∫ ∫
C
dz′ ∧ dz̄′

[
f(z′)

∫ ∫
CR

dk ∧ dk̄ ×

×
(
− φ11(z

′, k)ψ22(z
′, k)φ12(z, k)ψ21(z, k) +

+φ12(z
′, k)ψ21(z

′, k)φ11(z, k)ψ22(z, k)
)

+

+f(z′)

∫ ∫
CR

dk ∧ dk̄
(
φ21(z

′, k)φ12(z
′, k)φ12(z, k)ψ21(z, k)−

−φ22(z
′, k)ψ11(z

′, k)φ11(z, k)ψ22(z, k)
)]

Îáîçíà÷èì:
ω1(z, z

′, k) = φ22(z
′, k)ψ22(z, k) dk − φ21(z

′, k)ψ21(z, k) dk̄,

ω2(z, z
′, k) = φ11(z, k)ψ11(z

′, k) dk̄ − φ12(z, k)ψ12(z
′, k) dk,

ω3(z, z
′, k) = −φ11(z

′, k)ψ21(z, k) dk̄ + φ12(z
′, k)ψ22(z, k) dk,
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ω4(z, z
′, k) = −φ12(z, k)ψ22(z

′, k) dk + φ11(z, k)ψ21(z
′, k) dk̄.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, èíòåãðàëû ïî CR â ïîñëåäíåé ôîðìóëå äëÿ
h ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

I1 =

∫ ∫
CR

dk ∧ dk̄
(
φ21(z

′, k)ψ12(z
′, k)φ12(z, k)ψ21(z, k)−

−φ22(z
′, k)ψ11(z

′, k)φ11(z, k)ψ22(z, k)
)

=

=

∫ ∫
CR

ω1(z, z
′, k) ∧ ω2(z, z

′, k);

I2 =

∫ ∫
CR

dk ∧ dk̄
(
φ12(z

′, k)ψ21(z
′, k)φ11(z, k)ψ21(z, k)−

−φ11(z
′, k)φ22(z

′, k)φ12(z, k)ψ21(z, k)
)

=

=

∫ ∫
CR

ω4(z, z
′, k) ∧ ω3(z, z

′, k).

Çàìåòèì, ÷òî 1-ôîðìû ωj, j = 1, . . . , 4 çàìêíóòû, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ I1,2 ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ñòîêñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωj(z, z
′, k) ïåðâîîáðàçíóþ 1-ôîðìû ω1(z, z

′, k), òî
åñòü dΩj(z, z

′, k) = ω1(z, z
′, k). Íèæå ïîíàäîáèòñÿ àñèìïòîòèêà dΩj ïðè

|k| → ∞. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé àñèìïòîòèêè ïðèâåäåì àñèìïòîòèêè ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû ψ ïðè |k| → ∞:

ψ11(z, k) = (1− 1

4k
∂−1
z̄ |q|2 + O(|k|−2)) exp(−kz),

ψ12(z, k) = (
1

2k̄
q + O(|k|−2)) exp(−kz).

Çäåñü
∂−1
z̄ |q|2 =

∫ ∫
C
dw ∧ dw̄ |q(w, w̄)|2

z − w
.

Ìîæíî ïîêàçàòü(òàê æå, êàê â òåîðåìå îá àñèìïòîòèêå ìàòðèö-ôóíêöèè
φ), ÷òî óñëîâèé íà ôóíêöèþ q, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåîðåìå 1, äîñòà-
òî÷íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ çäåñü àñèìïòîòèê ïî k êîìïîíåíò
ìàòðèöû ψ.

Ïîëüçóÿñü àñèìïòîòèêàìè φ è ψ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî:∫ ∫
CR

dΩ1(z, z
′, k) ∧ dΩ2(z, z

′, k) =
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=
exp(k(z′ − z) + k(z − z′))

(z′ − z)(z − z′)

(
1 +O(R−1)

)
;∫ ∫

CR

dΩ4(z, z
′, k) ∧ dΩ3(z, z

′, k) = O(R−1).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ôîðìóë â èíòåãðàë äëÿ h ïîëó÷èì:

h =
−1

4π2
lim
R→∞

∫ ∫
C
dz′ ∧ dz̄′f(z′)

exp(k(z′ − z) + k(z − z′))

(z′ − z)(z − z′)
.

Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè ïî îáåèì
ïåðåìåííûì. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ïîëó÷èì:

h(z) = f(z).

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

2.1.6 Ýâîëþöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

Çäåñü îïðåäåëåíà ýâîëþöèÿ ôóíêöèè Û , êîãäà U è v óäîâëåòâîðÿþò ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé (2.1). Ôóíêöèþ Û(k, t) ïðè k ∈ C áóäåì íàçûâàòü êîýô-
ôèöèåíòîì Ôóðüå.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü â çàäà÷å (1.2), (1.4) ôóíêöèÿ q � îäíà èç êîìïîíåíò

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-2 � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

1, åñëè ôóíêöèÿ U� îäíà èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è (2.7) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ëÄÑ-2 (2.1), òîãäà êîýôôèöèåíò Ôóðüå

� Û(k, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∂tÛ − 2i(k2 + k̄2)Û = F̂ . (2.22)
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû . Ìàòðèöà φ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé ýâîëþöèè ïî t [106], [93]:

∂tφ =

(
2i(∂2

z − k2) + ig i∂z̄q − iq∂z̄

i∂z q̄ − iq̄∂z −2i(∂2
z̄ − k̄2)− iḡ

)
φ. (2.23)

Ïîõîæåìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò è ìàòðèöà ψ:

∂tψ =

(
−2i(∂2

z − k2) + ig −i∂z̄ q̄ + iq̄∂z̄

i∂zq − iq∂z 2i(∂2
z̄ − k̄2) + iḡ

)
ψ. (2.24)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t êîýôôèöèåíò Ôóðüå Û :

∂tÛ = (∂tφ(2), ψ(2))U + (φ(2), ∂tψ(2))U + (φ(2), ψ(2))∂tU . (2.25)

Ïðîèçâîäíóþ ∂tφ(2) çàìåíèì â ñèëó ñèñòåìû (2.23), ïðîèçâîäíóþ ∂tψ(2)

� â ñèëó ñèñòåìû (2.24), ïðîèçâîäíóþ ∂tU � â ñèëó ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.1). Â ðåçóëüòàòå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.25) íå ñîäåðæèòñÿ âû-
ðàæåíèé îò ïðîèçâîäíûõ ïî t. Îäíàêî, îñòàíóòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îò ôóíêöèé ψ, φ, u, ū , g è ḡ. Îñòàâøèåñÿ
èíòåãðàëû íóæíî âçÿòü íåñêîëüêî ðàç ïî ÷àñòÿì òàê, ÷òîáû ïðîèçâîä-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îò ôóíêöèé φ è ψ ïåðåêèíóòü
íà ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ôóíêöèé u, ū, g è ḡ.
Äàëåå, ïîñëå äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëîâ ïî z è z̄
â ïðàâîé ÷àñòè (2.25) ôîðìóëà (2.25) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.22).

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 5 è 6.

2.2 Ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü äâóìåðíî-
ãî àëãåáðàè÷åñêîãî ñîëèòîíà

Â ýòîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé èññëåäîâàíà çàäà÷à îá
óñòîé÷èâîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìà-
ëîìó âîçìóùåíèþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ñîëèòîííîìó ðåøåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþò äàííûå ðàññåÿíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè k0, µ0, ν0 â äèñêðåòíîé ÷àñòè.

Ïðè âîçìóùåíèè ñîëèòîííîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåçóëüòàò îêàçû-
âàåòñÿ íåîæèäàííûì � ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ðàññåÿíèÿ ðàçðó-
øàåòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè [10]. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáúÿñíèòü,
ïðèáåãíóâ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà:

(I −G∗[k, q])B = λB. (2.26)

Â òåðìèíàõ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ñî-
îòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ íóëåâîãî êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.
Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî êðàòíîå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè âîçìóùåíèè ïîòåíöèàëà q ðàñïàäàåòñÿ íà ïðî-
ñòûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè k = k0. Íåíóëåâûå
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ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (2.26) íå ïðèâîäÿò ê ñîëèòîíàì â ðåøå-
íèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåðíûé ñîëèòîí óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâ ïðè âîçìóùåíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Òåõíè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëüíî-
ãî îïåðàòîðà (I −G∗[q0, k]) ÿâëÿåìñÿ äâîéíûì ïîëóïðîñòûì.
Ïðåäïîëîæåíèå 1. Îïåðàòîð (I −G∗[q0, k]) ñ ñîëèòîííûì ïîòåíöèà-

ëîì q0(z) èìååò òîëüêî äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîð-ôóíêöèè B(1)(z)

è B(2)(z), òàêèå, ÷òî:

E(kz)B(j)(z)||z|→∞ = 0.

Âîîáùå ãîâîðÿ, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âè-
äå ñóììû êîíå÷íîìåðíîãî è ñæèìàþùåãî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé X ′. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâà-
íèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì. Ê ñîæàëåíèþ, íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü Ïðåäïîëî-
æåíèå 1 íå óäàëîñü.

2.2.1 Êîìïàêòíîñòü èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Ñîëèòîííûé ïîòåíöèàë íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.4), êîòîðîå îáåñïå-
÷èâàåò ñæèìàåìîñòü èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
X ′ èç ï.2.1.2. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð G[q, k] äëÿ ñîëèòîííîãî ïîòåíöè-
àëà êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé X ′. Ýòèì ñâîéñòâîì ìû è áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è. Äëÿ óäîáñòâà
âìåñòî îïåðàòîðà G[q, k], êîòîðûé äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ñ
ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì, ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó G[h, k]:

G[h, k] = E(−kz)G[ĥ, k], ĥ(ζ, k) = h(ζ) exp{kζ}.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè q íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è |q| ∼ |z|−2 ïðè
|z| → ∞, òî G[q, k] � êîìïàêòíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå C(C) íåïðå-
ðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñ íîðìîé

||u|| = sup
z∈C

((1 + |z|) (|u1(z)|+ |u2(z)|)) ,

ãäå uj � êîìïîíåíòû u.
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Ëåììà 3. Îïåðàòîð G[q, k], ñ íåïðåðûâíûì ïîòåíöèàëîì q, óáûâàþùèì

êàê |z|−2 ïðè |z| → ∞, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pM(z) � ãëàäêàÿ ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî pM(z) = 0 ïðè |z| ≥ 2M è pM(z) = 1 ïðè |z| ≤ M, M = const > 0.
Ïðåäñòàâèì G â âèäå

G = (1− pM)G + pMGpM + pMG(1− pM)

è îöåíèì âíà÷àëå îïåðàòîð (1− pM)G:
||(1− pM)Gφ|| =

= sup|z|≥M (1 + |z|)
(∣∣∣ i4π ∫

C
dζ ∧ dζ q(ζ) exp(kζ−kζ)φ2(ζ)

z−ζ

∣∣∣+
+
∣∣∣ i4π ∫

C
dζ ∧ dζ q(ζ) exp(kζ−kζ)

z−ζ φ1(ζ)
∣∣∣) ≤

≤ 1
2π
||φ|| sup|z|≥M(1 + |z|)

∫
R2

dx′dy′ C
|z−ζ|(1+|ζ|)(1+|ζ|2)

.

Çäåñü ζ = x′ + iy′, φj � êîìïîíåíòû φ, ôóíêöèÿ q(ζ) îöåíåíà êàê C(1 +

|ζ|2)−1, à ôóíêöèè φj(ζ) îöåíåíû ÷åðåç íîðìó: ||φ(ζ, k)||(1 + |ζ|)−1. Çàìå-
íèâ â èíòåãðàëå ζ íà ζ/z, ïîëó÷àåì, ÷òî ||(1− pM)G|| → 0 ïðè M →∞.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà äëÿ îïåðàòîðà pMG(1− pM):
||pMG(1− pM)φ|| ≤

≤ C||φ|| sup
|z|≤2M

∫
|ζ|≥M

dx′dy′

|z − ζ|(1 + |ζ|)(1 + |ζ|2)
≤ CM ||φ||, (2.27)

ãäå CM → 0 ïðè M →∞.
Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð pMGpM äåéñòâóåò èç C â ïðî-

ñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ôóíêöèé. ßäðî K ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíî íóëþ âíå
ìíîæåñòâà D = {|ζ| ≤ 2M, |z| ≤ 2M}. Âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà åãî
ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìèðîâàòü âûðîæäåííûìè
ÿäðàìè [9]:

K = P +Q,

ãäå P � âûðîæäåííîå íåïðåðûâíîå ÿäðî, à Q � ïîëÿðíîå ÿäðî ñî ñêîëü
óãîäíî ìàëîé íîðìîé. Òîãäà îïåðàòîð G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

G = K +Q,
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ãäå K � îïåðàòîð ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, à Q � îïåðàòîð ñî ñêîëü óãîäíî
ìàëîé íîðìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì â C.

2.2.2 Çàäà÷à î íóëåâîì ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè

Èç àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.5) íåðàçðåøèìî
ïðè íåêîòîðîì k = k0, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(I −G∗[q, k0])B = 0, E(zk0)B||z|→∞ = 0, (2.28)

ãäå G∗[q, k] � ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ê G[q, k] îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî
ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû (2.2);

2) ñóùåñòâóåò ïàðà ÷èñåë (l,m) òàêàÿ, ÷òî (E(l)(kz), B(m))q 6= 0, ãäå
l = 1, 2, m = 1, 2, . . . , N , N � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé B(m)

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.28).
Îáà ýòèõ óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ ñîëèòîííîãî ïîòåíöèàëà

q0(z) =
2ν̄ exp(k0z − k0z)

|z + µ0|2 + |ν0|2
.

Îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.28) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ðåøåíèÿ B(1)(z) è B(2)(z), òàêèõ ÷òî

(E(1)(k0z), B(1))q0 = 0, (E(1)(k0z), B(2))q0 = 4iπ,

(E(2)(k0z), B(1))q0 = 4iπ, (E(2)(k0z), B(2))q0 = 0.

Ýòè ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

B(1)(z) =
1

|z + µ|2 + |ν|2

(
−(z + µ) exp(−zk0)

−ν̄ exp(−zk0)

)
;

B(2)(z) =
1

|z + µ|2 + |ν|2

(
− 1
κ
ν exp(−zk0)

−(z + µ) exp(−zk0)

)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäïîëîæåíèåì 1 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ êðàòíîñòü íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïðè k = k0 ðàâíà äâóì.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.28) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
î ïîñòðîåíèè íåòðèâèàëüíîãî, óáûâàþùåãî íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ

(I − G∗[q, k0])χ = 0. (2.29)
Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü

èç ñòîëáöîâ B(1) è B(2):

B(j) = E(k0z)B(j), j = 1, 2.

Óäîáíî íîâîìó îïåðàòîðó G∗[q, k] ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîëóòîðà-
ëèíåéíóþ ôîðìó ñ âåñîâîé ôóíêöèåé, äîìíîæåííîé íà îñöèëëèðóþùóþ
ýêñïîíåíòó:

(•, •)q̃, ãäå q̃(z, k) = exp(−kz + kz)q(z)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ(k) = 0 óðàâíå-
íèÿ

(I − G∗[q, k])B = λ(k)B. (2.30)

2.2.3 Ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííîãî çíà÷å-

íèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà q(z) = q0(z)+q1(z), ãäå q1(z)
� ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (2.26) ïðè ε → 0 ïî mod(o(ε)) â îêðåñòíîñòè k = k0

èìååò âèä:
λ̃j(ε, k) = ε

1

λj
(k − k0

ε

)
, j = 1, 2,

1

λ1

1

λ2=
|4iπκ̄ +Q2|2 + |Q1|2

|ν|2
.

Çäåñü
Qj = (A(1), B(j))q1 , k = k0.

Åñëè Q1 6= 0, òî 1

λ1

1

λ2 6= 0 äëÿ ε > 0 è k, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî k0. Çàìå-
òèì, ÷òî èç-çà ïðîèçâîëà â âûáîðå ôóíêöèè q1, åå ìîæíî ïîäîáðàòü òàê,
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÷òîáû Q1 áûëî îòëè÷íûì îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíûå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåí-
íîé çàäà÷è íå ðàâíû íóëþ (â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèå (1.2) ïðè âîçìóùåííîì ïîòåíöèàëå íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè k,
áëèçêèõ ê k0. Îáîñíîâàíèå ïîñòðîåííûõ çäåñü àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì ïîñòðîåíèÿì. Ðàññìîòðèì âîçìóùåíûé ïî-
òåíöèàë:

q(z) = q0(z) + εq1(z), (2.31)
ãäå q1 � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ è 0 < ε � 1. Ãëàâíûå ÷ëåíû àñèì-
ïòîòèê ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (2.30)
â âîçìóùåííîì ñëó÷àå ñòðîÿòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

λ̃(ε, k) = ε
1

λ (κ), (2.32)
B̃(z, k, ε) =

0

B (z,κ) + ε
1

B (z,κ), (2.33)

ãäå κ = (k − k0)ε
−1. Ïîäñòàâëÿÿ (2.31)�(2.33) â (2.30) è ó÷èòûâàÿ ôîð-

ìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî ε ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà G∗[q0 + εq1, k] â
îêðåñòíîñòè òî÷êè k0, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

(I − G∗[q0, k0])
0

B= 0, (2.34)
(I − G∗[q0, k0])

1

B=
1

F, (2.35)

ãäå
1

F= G∗[q1, k0]
0

B +κ∂kG∗[q0, k0]
0

B +κ̄∂k̄G∗[q0, k0]
0

B +
1

λ (κ)
0

B . (2.36)

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ
0

B (z,κ) = α1(κ)B(1)(z) + α2(κ)B(2)(z) (2.37)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.34) ïðè ëþáûõ α1 è α2.
Äëÿ ñîïðÿæåííîãî ê (I + G∗[q0, k0]) îòíîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé

ôîðìû (•, •)q̃0 îïåðàòîðà (I+G[q0, k0]) èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

G[h, k] = E(−kz)G[h̃, k], h̃(ζ, k) = h(ζ) exp{2kζ − kζ},
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Ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû ìàòðèöû E(−k0z)A(z) � A(1) è A(2) � ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

(I + G[q0, k0])A = 0.

Â ñèëó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2.35) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

(A(j),
1

F )q̃0 = 0, j = 1, 2. (2.38)

Ñòîëáöû B(1) è A(1) íîðìèðîâàíû òàê, ÷òî:

(A(1), I(1))q̃0 = 0, (A(1), I(2))q̃0 = 4iπ,

ãäå I(1), I(2) ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Êðîìå òîãî, ïðè k = k0:

(A(1),B(1))q̃0 = −2ν, (A(2),B(2))q̃0 = −2ν̄,

(A(1),B(2))q̃0 = (A(2),B(1))q̃0 = 0.

Ïîäñòàâèâ (2.36) â (2.38) è ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó A(1) è B(1), ïîëó÷èì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà α1 è α2:

4iπν
1

λ α1 + α1Q1 + α2Q2 + 4iπα2κ̄ = 0,

−4iπν̄
1

λ α2 + α1Q̄2 − α2Q̄1 − 4iπα1κ = 0, (2.39)

ãäå
Qj = (A(1),B(j))q̃1 , k = k0.

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (2.39) ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ íà 1

λ:

|ν|2
1

λ2 + 2Re(νQ1

) 1

λ +|4iπκ̄ +Q2|2 + |Q1|2 = 0. (2.40)

Â ñèëó òåîðåìû Âèåòà äëÿ ðåøåíèé 1

λi óðàâíåíèÿ (2.40) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî, ïðèâåäåííîå â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà:

1

λ1 (κ)
1

λ2 (κ) = |4iπκ̄+Q2|2+|Q1|2
|ν|2 . (2.41)
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2.2.4 Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå àñèìïòîòè-
÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âîçìóùåííîé çàäà÷è ñïðà-
âåäëèâû.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà áûëè îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
ñ Ð.Ð. Ãàäûëüøèíûì [11]. Îíè ïðèíàäëåæàò Ð.Ð. Ãàäûëüøèíó. Â äèñ-
ñåðòàöèè ýòîò ïóíêò ïðèâåäåí äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ èññëåäîâàíèÿ î
âîçìóùåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàññóæäåíèé â ýòîì ïàðàãðàôå íå çàâèñèò îò èíäåêñà
i â îáîçíà÷åíèè 1

λi. Ïîýòîìó òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ðàçíî÷òåíèÿì,
èíäåêñ áóäåò îïóñêàòüñÿ. Êðîìå ýòîãî, â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå q1

áóäåì ñ÷èòàòü ýòî âîçìóùåíèå òàêèì, ÷òî (2.40) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
ðåøåíèÿ 1

λ1 (κ) 6=
1

λ2 (κ).
Íîðìèðóåì (2.37) ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

α1 + |α2| = 1, α1 ≥ 0. (2.42)

Èç (2.40) ñëåäóåò, ÷òî
|

1

λ | = O(1 + |κ|). (2.43)
Èç (2.36), (2.37), (2.42) è (2.43) âûòåêàåò îöåíêà

||
1

F || = O(1 + |κ|). (2.44)

Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.35) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè B(j), òî íîðìèðóåì 1

B ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

(A(j),
1

B)q̃0 = 0, k = k0, j = 1, 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîé íîðìèðîâêå èç îöåíêè (2.44) ñëåäóåò, ÷òî

||
1

B || = O(1 + |κ|). (2.45)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè u ∈ C è (A(j), u)q̃0 = 0, òî

||u|| ≤ C||(I − G∗[q0, k0])u||. (2.46)
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Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé un

òàêèõ, ÷òî (A(j), un)q0 = 0 è ||un|| > n||(I − G∗[q0, k0])un||. Íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||un|| = 1. Òîãäà èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ||(I − G∗[q0, k0])un|| → 0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
îïåðàòîðà G èç ýòîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü un → u∗ 6= 0, ïðè÷åì
(I−G∗[q0, k0])u∗ = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ýòîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò íîð-
ìèðîâêà (A(j), u∗)q̃0 = 0, ÷òî, ëåãêî âèäåòü, ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
î äâóêðàòíîñòè íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (I−G∗[q0, k0]).
Èç ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò îöåíêà (2.46), à ñëåäîâàòåëüíî, � è îöåíêà
(2.45).

Îáîçíà÷èì T (ε, k) = I − G∗[q0 + εq1, k] − λ̃(ε, k). Î÷åâèäíî, ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ µ(ε, k) îïåðàòîðà T (ε, k) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ(ε, k)

îïåðàòîðà I − G∗[q, k] ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
λ(ε, k) = λ̃(ε, k) + µ(ε, k). (2.47)

Èç (2.32)�(2.37), (2.42), (2.43) è (2.45) ñëåäóåò, ÷òî
T (ε, k)B̃ = o(ε+ |k − k0|), ||B̃|| ≥ C > 0. (2.48)

Ïóñòü γ � îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå, òàêàÿ ÷òî â îãðàíè÷èâàåìîì åþ êðóãå ëåæèò
òîëüêî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà T (0, k0). Îáîçíà÷èì

P (ε, k) = − 1
2πi

∫
γ

(T (ε, k)− ζ)−1 dζ,

U(ε, k) =
(
1− (P (ε, k)− P (0, k0))

2)−1/2 ×
× (1− P (ε, k)− P (0, k0)) . (2.49)

Èçâåñòíî [120], ÷òî ïðîåêòîð P (ε, k) è òðàíñôîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
U(ε, k) ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà
T (ε, k) ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî îïåðàòîðà

T̂ (ε, k) = P (0, k0)U
−1(ε, k)T (ε, k)U(ε, k)P (0, k0),

îïðåäåëåííîãî â P (0, k0)C. Ïðè÷åì, îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ T̂ è îáà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ T (ïðè ε→ 0 è k → k0) ñîâïàäàþò. Èç îïðåäåëåíèÿ
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T̂ è (2.48) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ T̂ è B̂(ε, k) = U−1(ε, k)B̃(ε, k) ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

T̂ (ε, k) = εT̂1(ε, k) + (k − k0)T̂2(ε, k), ||T̂j|| ≤ C, (2.50)
T̂ (ε, k)B̂ = o(ε+ |k − k0|), ||B̂|| ≥ C > 0. (2.51)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (2.51) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ 2× 2-ìàòðèöû B(ε, k) =

(ε+ |k − k0|)−1T̂ (ε, k) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

BB̂ = o(1), ||B|| ≤ C, ||B̂|| ≥ C > 0, (2.52)

à åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ν(ε, k) ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
µ(ε, k) ìàòðèöû T̂ (ε, k) ðàâåíñòâîì

µ(ε, k) = (ε+ |k − k0|)ν(ε, k). (2.53)

Èç (2.52) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ν(ε, k) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó (2.47) è (2.53) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λ(ε, k) = λ̃(ε, k) + o(ε+ |k − k0|). (2.54)

Çäåñü ìû çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïîñòðîåíû äâå àñèìïòîòèêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñó i = 1, 2. Ïîýòîìó íèæå áóäåì âíîâü äîáàâëÿòü
ýòîò èíäåêñ â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λi, i = 1, 2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (I −
G[q0, k]) ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè k → k0 è ε → 0. Òàê êàê λ̃1 6= λ̃2, òî
λ1 6= λ2, è èç (2.32), (2.41) è (2.54) ñëåäóåò, ÷òî

λ1λ2 =
|4iπ(k − k0) + εQ2|2 + ε2|Q1|2

|ν|2
+

+o(ε2 + ε|k − k0|+ |k − k0|2). (2.55)

Èç (2.55) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè Q1 6= 0, òî λ1λ2 6= 0 äëÿ ε > 0 è ëþáîãî k,
áëèçêîãî k0.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà äàííûõ ðàññåÿíèÿ (â òåðìèíàõ ìåòîäà îáðàò-
íîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [93]) íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìó-
ùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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2.3 Àñèìïòîòèêà ñîëèòîíîïîäîáíîãî ïàêåòà

Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà áåññîëèòîííóþ ñòðóêòóðó
äàííûõ ðàññåÿíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2, åå ðåøå-
íèå ñîõðàíÿåò ñîëèòîíî-ïîäîáíóþ ôîðìó ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè
âïëîòü äî âðåìåí ïîðÿäêà ε−1. Çäåñü âû÷èñëåíà ìîäóëÿöèÿ ïàðàìåòðîâ
ýòîãî ñîëèòîíî-ïîäîáíîãî ðåøåíèÿ.

Ôîðìóëû ýòîãî ðàçäåëà íîñÿò ôîðìàëüíî-àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð
è ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î äâóêðàòíîñòè è ïîëóïðî-
ñòîòå íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (I + G∗[q0, k]) â òî÷êå
k0.

2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòà-

òîâ

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÄÑ-2 (1.1)
ïðè κ = −1 ñ êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ ôóíêöèè g → 0 ïðè |z| → ∞ è ñ
âîçìóùåííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

qε(z, 0) = qε(z) = q0(z) + εq1(z), (2.56)

ãäå q1 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, è ε � ìàëûé ïîëîæè-
òåëüíûé ïàðàìåòð. Íèæå ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé ïîêàçàíî, ÷òî
ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.1) âïëîòü äî t = O(ε−1) èìååò ôîðìàëüíóþ àñèì-
ïòîòèêó ïðè ε→ 0:

qε(z, t) ∼ 2ν0 exp(k0z − k0z + 2i(k2
3 + k

2

0)t)

|z + 4itk0 + µ0 + εtµ1|2 + |ν0|2
, (2.57)

gε(z, t) ∼ −4(z + 4itk0 + +µ0 + εtµ1)
2

(|z + 4itk0 + µ0 + εtµ1|2 + |ν0|2)2
, (2.58)

ãäå

µ1 = −2i

π

∫
dz ∧ dz̄ z + µ0

(|z + µ0|2 + |ν0|2)2
=(q1ν0 exp{zk0 − zk0}). (2.59)
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2.3.2 Àñèìïòîòèêà äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.2, ïðè âîçìóùåíèè ñîëèòîííîãî ïîòåíöèàëà
ïðîïàäàåò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çà-
äà÷è, à ñëåäîâàòåëüíî è äèñêðåòíàÿ ÷àñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Âìåñòî
äèñêðåòíîé âîçíèêàåò íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

Çäåñü ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà íåïðåðûâíîé ÷àñòè äàí-
íûõ ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíî- êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíå-
íèé ÄÑ-2 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.56). Ýòà àñèìïòîòèêà èìååò ñîñòàâíîé
õàðàêòåð:

bε(k) ∼ εb1(k) ïðè |k − k0| > ε1/2, (2.60)

bε(k) ∼ ε−1b−1

(
k − k0

ε

)
+ b0

(
k − k0

ε

)
ïðè |k − k0| < 2ε1/2, (2.61)

b−1(κ) = − Q1

|Q1|2 + |Q2 + κ|2
, (2.62)

b1(k) = − i

4π
(

0

φ(1),
0

ψ(1))q1 . (2.63)
Çäåñü è äàëåå,

Qj =
1

4πi
(A(1), B(j))q1 , (2.64)

à ÷åðåç 0

φ(1) îáîçíà÷åí ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû φ, ñîîòâåòñòâóþùåé ñî-
ëèòîííîìó ïîòåíöèàëó (1.19), âåêòîð 0

ψ(1) îïðåäåëåí ôîðìóëîé:
0

ψ(1) (z, k) = E(1)(−kz) +
exp{(−k + k0)z}

k − k0

B(1)(z), (2.65)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè äàííûõ ðàññåÿíèÿ íåîáõîäèìà ôîðìàëü-
íàÿ àñèìïòîòèêà ôóíêöèè φ � ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4) äëÿ âîçìóùåí-
íîãî ïîòåíöèàëà q(z, 0) = qε(z). Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò ýòîãî ïîñòðî-
åíèÿ. Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.4) äëÿ âîçìó-
ùåííîãî ïîòåíöèàëà:

ïî mod(o(ε)) ïðè |k − k0| > ε1/2 èìååò âèä:

φ(z, ε) =
0

φ (z) + ε
1

φ (z),
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ãäå 0

φ (z)� ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), (1.4) ñ ñîëèòîííûì ïîòåíöèàëîì;
ïî mod(o(1)) ïðè |k − k0| < 2ε1/2:

φε(k, z) = E(kz)

(
ε−1

−1

Φ (κ, z)+
0

Φ (κ, z)
)
,

ãäå
−1

Φ (κ, z) = E(−k5z)A(z)α(κ),

α1(κ) = − (O2+κ)
|Q1|2+|Q2+κ|4 ,

α2(κ) = − Q1

|Q1|2+|Q2+κ|2 .

Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ φ = φε çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (1.2), (1.4)
äëÿ âîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëà q(z, 0) = qε(z). Èç àñèìïòîòèêè φε è ôîð-
ìóëû äëÿ íåïðåðûâíîé ÷àñòè äàííûõ ðàññåÿíèÿ (1.8) áóäåò ñëåäîâàòü
(2.60)�(2.62).

Òàê êàê àñèìïòîòèêà qε èìååò âèä (2.56), åñòåñòâåííî ñòðîèòü àñèì-
ïòîòèêó φε â òàêîì æå âèäå

φε(z) =
0

φ (z) + ε
1

φ (z) + . . . . (2.66)
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè-Ãðèíà, çàïèøåì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (1.2),

(1.4) â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(I −G[qε, k])φε = E(kz). (2.67)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.66) è (2.56) â (2.67) è âûïèñûâàÿ ðàâåíñòâà ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ 0

φ è 1

φ:

(I −G[q0, k])
0

φ= E(kz), (2.68)
(I −G[q0, k])

1

φ= G[q1, k]
0

φ, (2.69)
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.68) èìååò âèä (1.19). Ýòî ðåøåíèå äëÿ ñîëè-

òîííîãî ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííîå â [93].
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (2.69) âîñïîëüçóåìñÿ ìà-

òðè÷íûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â (1.18). Èç
îïðåäåëåíèé ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì ïîëó÷èì

(A[q, k]w, v)h = (w,G[h̄, k]v)q (2.70)
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è, â ÷àñòíîñòè,
(G[h, k]w, v)h = (w,G[h̄, k]v)h.

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

(I −G[q0, k0])W = F,

èìåþò âèä:
(F,B(i))q0 = 0, i = 1, 2. (2.71)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.69) èìååò îñîáåííîñòü áîëåå ÷åì ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç íåðàâåíñòâ:(

lim
k→k0

(
(k − k0)G[q1, k]

0

φ(1)

)
, B(i)

)
q0

6= 0, i = 1, 2.

Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì:

(A(1), B(i))q1 6= 0, i = 1, 2

èëè ïî îïðåäåëåíèþ (2.64): Qi 6= 0.
Ïîñòîÿííûå Qi îïðåäåëÿþòñÿ âîçìóùåíèåì q1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

q1 òàêóþ, ÷òî Q1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå q1 áóäåì íàçûâàòü
íåâûðîæäåííûì âîçìóùåíèåì. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî âîçìóùåíèÿ ïîðÿ-
äîê îñîáåííîñòè â ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíàõ àñèìïòîòèêè (2.66) íàðàñòàåò.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àñèìïòîòèêà ïðèãîäíàÿ ïðè |k − k0| > Cεγ

(äëÿ ëþáîãî C > 0 è 0 ≤ γ < 1, è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ C = 1 è γ = 1/2),
ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè k = k0. Ïîýòîìó äëÿ k

áëèçêèõ ê k0, ìû ñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â äðóãîé ôîðìå,
èñïîëüçóÿ ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [29].

Ïðè k → k0 ìàòðèö-ôóíêöèÿ 0

φ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
0

φ (z) = E(kz)

(
ε−1

−1

V (κ, z)+
0

V (κ, z) + . . .

)
, (2.72)

ãäå
−1

V (1) (κ, z) = − 1
κ exp{−k0z}A(1), (2.73)

0

V (1) (κ, z) =

(
1

0

)
+O (z−1) , z →∞. (2.74)
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Âòîðûå ñòîëáöû ìàòðèö −1

V è 0

V âîññòàíàâëèâàþòñÿ áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó
ñèììåòðèè V = σ−1V .

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.72)�(2.74), ïðè |k−k0| < 2ε1/2 àñèìïòîòè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), (1.4) áóäåì èñêàòü â âèäå

φε(k, z) = E(kz)

(
ε−1

−1

Φ (κ, z)+
0

Φ (κ, z) + . . .

)
, (2.75)

ãäå
−1

Φ (1) (κ, z) ∼ − 1

κ
exp{−k0z}A(1), κ →∞, (2.76)

0

Φ(1) (κ, z) =

(
1

0

)
+O

(
z−1
)
, z →∞, κ →∞. (2.77)

Îáîçíà÷èì
G[h, k] = E(−kz)G[ĥ, k], ĥ(ζ, k) = h(ζ) exp{kζ}. (2.78)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.75) â (2.67) è ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (2.76) è (2.77),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

(I − G[q0, k0])
−1

Φ= 0, (2.79)

(I − G[q0, k0])
0

Φ= I + G[q1, k0]
−1

Φ +κ∂kG[q0, k0]
−1

Φ +

+κ∂kG[q0, k0]
−1

Φ , (2.80)
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.78), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

−1

Φ (κ, z) = E(−k0z)A(z)α(κ), (2.81)
ãäå A � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè A(j), j = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.79) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α(κ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.71) è (2.78) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè äëÿ óðàâíåíèÿ

(I − G[q0, k0])W = F

èìåþò âèä
(E(k0z)F , B(i))q0 = 0, i = 1, 2. (2.82)
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Âåêòîð α îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (2.82) äëÿ (2.80). Çà-
ìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèé G[h, k] è G[h, k] ñëåäóåò, ÷òî

κ∂kG[h, k0] + κ∂kG[h, k0] = G[h̃, k0], ãäå h̃(ζ,κ) = h(ζ)(ζκ − ζκ). (2.83)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (2.80) â (2.82) è èñïîëüçóÿ (2.81), (2.83) è (2.78),
(2.70), ïîëó÷àåì äëÿ êîìïîíåíò α ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

α1(κ) = − (O2+κ)
|Q1|2+|Q2+κ|4 ,

α2(κ) = − Q1

|Q1|2+|Q2+κ|2 . (2.84)

Â ðåçóëüòàòå, ôóíêöèÿ Φ−1, îïðåäåëåííàÿ â (2.81) è (2.84), óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (2.76) è íå èìååò ñèíãóëÿðíîñòåé ïî κ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåâûðîæäåííîãî âîçìóùåíèÿ (Q1 6= 0), àñèìïòî-
òè÷åñêîå ðåøåíèå (1.2), (1.4) èìååò âèä (2.66) ïðè |k − k2| > ε1/2 è èìååò
âèä (2.75), (2.81), (2.84) ïðè |k − k0| < 2ε1/2.

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêó (2.66), (2.75) è (2.56) â (2.15) è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî

b0(k) = − i

4π

∫
dz ∧ dz q0(z)

0

φ11 (z) exp{−kz} = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî bε èìååò ñòðóêòóðó (2.60), (2.61), ãäå

b1(k) =
−i
4π

∫
dz ∧ dz

(
q0(z)

1

φ11(z) + q1(z)
0

φ11 (z)
)
exp(−kz), (2.85)

b−1(κ) ∼ − i

4π

∫
dz ∧ dz q0

−1

Φ11 exp(kz − kz). (2.86)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.81) è (2.84) â (2.86), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.62). Ó÷èòûâàÿ
(2.69), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

(
0

φ(1),
0

ψ(1))q1 = (
1

φ(1), E(1)(−kz))q0 + (
0

φ(1), E(1)(−kz))q1 . (2.87)

Èç (2.85), (2.87) ñëåäóåò (2.63). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ
àñèìïòîòèêà äàííûõ ðàññåÿíèÿ.
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2.3.3 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Çäåñü ïîñòðîåíà ñîñòàâíàÿ ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè φ, ðàâíîìåðíàÿ ïðè 0 < t ≤ O(ε−1). Ýòà ôîðìàëü-
íàÿ àñèìïòîòèêà íîñèò ñîñòàâíîé õàðàêòåð, êîòîðûé äèêòóåòñÿ ñîñòàâ-
íûì æå âèäîì àñèìïòîòèêè äàííûõ ðàññåÿíèÿ bε(k). Îáëàñòè êîìïëåêñ-
íîãî ïàðàìåòðà k, â êîòîðûõ ïîñòðîåíû ÷àñòè ñîñòàâíîé àñèìïòîòèêè,
îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè: |k− k0| > ε1/2 è |k− k0| < 2ε1/2. Â îáëàñòè
ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ìàòðèö-ôóíêöèè φ ñîãëàñîâàíû.

Ïðè |k − k0| > ε1/2 ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà èìååò âèä:
ϕε(z, t, k) =

0
ϕ (z, t, k) + ε

1
ϕ (z, t, k).

Ïðè |k − k0| ≤ 2ε1/2:
ϕε = ε−1

−1
χ +

0
χ,

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè φ. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëîâ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ (1.1) ñâî-
äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ âîçìóùåííîé D̄-çàäà÷è ïðè b(k) ≡ bε(k).

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó φT � ðåøåíèå çàäà÷è (1.10) � ÷åðåç ϕ = ϕε. Ïðè
b(k) = bε(k) è |k − k0| > ε1/2, àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.10)
áóäåì ñòðîèòü â âèäå:

ϕε(z, t, k) =
0
ϕ (z, t, k) + ε

1
ϕ (z, t, k) + . . . (2.88)

Äëÿ ïðîñòîòû â ýòîì ðàçäåëå ÷àñòî âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïèñàòü óðàâíå-
íèÿ äëÿ ìàòðèö, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ
ñòîëáöîâ. Âòîðûå ñòîëáöû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñâîéñòâà ñèììåòðèè:

j
ϕ(2)= σ

j
ϕ(1).

Ïîäñòàâèâ (2.88) è (2.60) â (1.10), ïîëó÷àåì çàäà÷ó äëÿ 0
ϕ(1):(

∂k 0

0 ∂k

)
0
ϕ(1)= 0,

0
ϕ(1)→

(
1

0

)
, k →∞. (2.89)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
0
ϕ(1)=

(
1 + β(1)

k−k0
β(2)

k−k2

)
(2.90)
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óäîâëåòâîðÿåò (2.89) äëÿ ëþáûõ β(m), íåçàâèñèìûõ îò k.
Ïðè |k−k0| < 2ε1/2 ôóíêöèÿ bε èìååò âèä (2.61). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî

â (1.10) ïåðåéòè ê ðàñòÿíóòîé ïåðåìåííîé κ = (k−k0)ε
−1. Â ýòîé îáëàñòè

àñèìïòîòèêó ϕε áóäåì ñòðîèòü ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé. Ñëåäóÿ ýòîìó ìåòîäó, ïåðåïèøåì àñèìïòîòèêè(2.88), (2.90)
ïðè k → k0 âî âíóòðåííåé ïåðåìåííîé κ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

(ϕε)(1) = ε−1

(
β(1)

κ
β(2)

κ

)
+

(
1

0

)
+ . . . .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè |k − k0| < 2ε1/2 (èëè
|κ| < 2ε−1/2) àñèìïòîòèêà ϕε èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

ϕε = ε−1
−1
χ +

0
χ + . . . , (2.91)

ãäå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:
−1
χ (1)=

(
β(1)

κ
β(2)

κ

)
(1 + o(1)) ïðè κ →∞, (2.92)

0
χ(1)→

(
1

0

)
ïðè κ →∞, (2.93)

Îáîçíà÷èì s0 = s(z, t, k0), l = 4ik0t + z, T = ε2t. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ
ïîëó÷àåì, ÷òî

s(z, t, k) = s0 − ε i(lκ − lκ) + εT (κ2 + κ̄2). (2.94)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.91) è (2.61) â (1.10) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.94), ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ j

χ:(
∂κ 0

0 ∂κ

)
−1
χ=

(
0 −Ω0

Ω0 0

)
−1
χ , (2.95)

(
∂κ 0

0 ∂κ

)
0
χ=

(
0 −Ω0

Ω0 0

)
0
χ +

+

(
0 −(Ω1 + Z)

Ω1 + Z 0

)
−1
χ , (2.96)
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ãäå

Ω0(κ, s0) = − Q1 exp{is0}
|Q1|2 + |Q2 + κ|2

, Ω1(κ, s0) = b0(κ) exp{is0},

Z(κ, l, s0, T ) = Ω0(κ, s0)
((

κl − κl
)

+ iT (κ2 + κ̄2)
)
.

Çàìå÷àíèå 7. Ïðè âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé îòáðîøåíû ÷ëåíû âèäà:[
ε2
(
O(T 2) +O((κl − κl) + iT (κ2 + κ̄2))2)

]
.

Ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âïëîòü äî T = 2εt <

Const è íå ñëèøêîì äàëåêî îò öåíòðà óåäèíåííîé âîëíû: |l| � ε−1.

Óðàâíåíèå (2.95) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, óáûâàþ-
ùèõ ïðè κ →∞:

X(1) =
1

|κ +Q2|2 + |Q1|2

(
Q2 + κ

Q1 exp{is0}

)
, X(2) = σX(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (2.95), (2.92) èìååò âèä:
−1
χ= Xβ, (2.97)

çäåñü X � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè X(j) è β � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè βm.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ β ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.96), (2.93) äëÿ χ0. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó Êîøè-Ãðèíà, ïåðåïèøåì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (2.96), (2.93) â âèäå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

(I −H[Ω0])
0
χ= F, (2.98)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

(H[h]s) (κ) = − i

2π

∫
dm ∧ dm

(
0 − h(m)

m−κ
h(m)

m−κ 0

)
w(m),

F =

(
1

0

)
+H[(Ω1 + Z)]

−1
χ . (2.99)

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì, ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî

〈H[g]w, v〉h̄ = 〈w,H[h̄]v〉ḡ (2.100)
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è, â ÷àñòíîñòè,
〈H[h]w, v〉h̄ = 〈w,H[h̄]v〉h̄.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Y(1) =
1

|κ +Q2|2 + |Q1|2

(
Q2 + κ

Q1 exp{−is0}

)
, Y(2) = σY(1)

� óáûâàþùèå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ

(I −H[Ω0])Y(j) = 0, (2.101)

è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (2.98) èìåþò âèä:

〈F,Y(i)〉Ω0
= 0, i = 1, 2. (2.102)

Ïîäñòàâèâ (2.99) â (2.102) è èñïîëüçóÿ (2.100), (2.101), ïîëó÷àåì, ÷òî
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâàì∫

dκ ∧ dκ̄
(
Ω0Y1

(m)

)
+

2∑
j=1

βj
(
〈X(j),Y(m)〉Ω1

+ 〈X(j),Y(m)〉Z
)

= 0, (2.103)

ãäåm = 1, 2, Y1
(m) � ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Y(m). Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî

〈X(j),Y(j)〉Z = 0, 〈X(1),Y(2)〉Z = 〈X(2),Y(1)〉Z = −2π(2TQ2 + il),∫
dκ ∧ dκ̄

(
Ω0Y1

(1)

)
= 0,

∫
dκ ∧ dκ̄

(
Ω0Y(2)

1

)
= −2πi, (2.104)

〈X(1),Y(1)〉Ω1
= −〈X(2),Y(2)〉Ω1

= a1 exp(is0),

〈X(2),Y(1)〉Ω1
= 〈X(1),Y(2)〉Ω1

= a2,

ãäå aj íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâèâ (2.104) â (2.102), ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà β:

a1 exp(is0)β1 +
(
a2 − 2π

(
2TQ̄2 − il

))
β2 = 0,

(ā2 − 2π (2TQ2 + il)) β1 − ā1 exp(−is0)β2 = 2iπ,
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ðàçðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì

β1(l, T, s0) =
2πi(a2−2π(2TQ̄2−il))

|a1|2+|a2−2π(2TQ̄2−il)|2
,

β2(l, T, s0) = − 2iπa1 exp{is0}
|a1|2+|a2−2π(2TQ̄2−il)|2

. (2.105)

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.10) èìååò âèä
(2.88), (2.90), ïðè |k − k0| > ε1/2, è èìååò âèä (2.91), (2.97), (2.105) ïðè
|k − k0| < 2ε1/2.

2.3.4 Àñèìïòîòèêà ñîëèòîíîïîäîáíîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ÄÑ-2

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, â áåññîëèòîííîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-
2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå (1.12). Ïîäñòàâèâ àñèìïòîòèêó (2.60),
(2.61) äàííûõ ðàññåÿíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (2.88), (2.91)
äëÿ ϕε â (1.12), ïîëó÷àåì, ÷òî

qε ∼ Iex + I in ïðè ε→ 0, (2.106)
ãäå Iex = ε i

π

∫
|k−k0|>ε1/2

dk ∧ dk̄
0
ϕ(1) (k)b0(k), (2.107)

I in = ε−2 i
π

∫
|k−k0|<ε1/2

dk ∧ dk̄
−1
χ (1) (κ)b−1(κ). (2.108)

Çäåñü 0
ϕ(1) è −1

χ (1) � ïåðâûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 0
ϕ è −1

χ , ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîäñòàâëÿÿ (2.60) è (2.90) â (2.107) è èñïîëüçóÿ (2.65), íàõîäèì, ÷òî

Iex = O(ε1/2). (2.109)

Ïîäñòàâèâ (2.62) è (2.97) â (2.108) è ïåðåéäÿ â (2.108) ê ïåðåìåííîé κ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

I in ∼ −2β2. (2.110)
Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (2.109), (2.110) è (2.105) â (2.106), íàõîäèì, ÷òî

qε(z, t) ∼ 4iπa1 exp(is0)(
|a1|2 + |a2 − 2π

(
2TQ2 − il

)
|2
) . (2.111)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

qε(z, 0) ∼ q0(z),

èç (2.111) ïîëó÷àåì, ÷òî

a1 = −i2πν0, a2 = i2πµ0 (2.112)

Íàêîíåö, ïîäñòàâèâ (2.112) â (2.111), ïîëó÷èì ôîðìóëó (2.57). Ýòà ôîð-
ìóëà è ðàâåíñòâî (1.13) ïðèâîäÿò ê (2.57)�(2.59).



Ãëàâà 3

Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè

ðåøåíèé D̄-çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû àñèìïòîòèêè ïî âðåìåíè óáûâàþùèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé ÄÑ-2, Èøèìîðè-1 è ÊÏ-2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ýòèõ óðàâ-
íåíèé îñíîâàíî íà ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (1.10), êîòîðàÿ
ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å:

∂k̄A = −b̄ exp(−itS)B,

∂kB = b exp(itS)A,

(
A

B

)∣∣∣∣
|k|→∞

=

(
1

0

)
. (3.1)

Äàííûå ðàññåÿíèÿ íå èìåþò ñîëèòîííîé (äèñêðåòíîé) ñîñòàâëÿþùåé
è ñ÷èòàþòñÿ çàäàííîé ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Èøèìîðè èñïîëü-
çóåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) è ôîðìóëà (1.21).

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2 è ÊÏ-2 îòëè÷àþòñÿ âî-ïåðâûõ,
âèäîì ôàçîâîé ôóíêöèè S. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 ôóíêöèÿ S èìå-
åò òîëüêî ïðîñòóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ
ÊÏ-2 èìååò âûðîæäåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó. Âî-âòîðûõ, � òåì, ÷òî
ñâÿçàííàÿ ñ ÊÏ-2 D̄-çàäà÷à äëÿ êëàññà ãëàäêèõ è äîñòàòî÷íî áûñòðî
óáûâàþùèõ ïî (x, y) íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñâÿçàíà ñ ðàçðûâíîé íà ìíèìîé
îñè ôóíêöèåé b(k). Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà îáùèé õàðàêòåð àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ïîñòðîåíèé, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 óñòðîåíî ñóùåñòâåííî ñëîæ-
íåå, êàê ñ òåõíè÷åñêîé, òàê è ñ èäåéíîé ñòîðîíû.

70
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3.1 Àñèìïòîòèêà áåññîëèòîííîãî
ðåøåíèÿ ÄÑ-2

Çäåñü ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ïî âðåìåíè áåññîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ÄÑ-2. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî t ðåøå-
íèÿ ïðè t→∞ ïðîñòà � ðåøåíèå áûñòðî îñöèëëèðóåò, àìïëèòóäà îñöèë-
ëÿöèé óáûâàåò êàê t−1. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-2 ïîëó÷åíà
â ðàáîòå àâòîðà [42].

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-
2:
Òåîðåìà 7. Ïóñòü äàííûå ðàññåÿíèÿ çàäà÷è ñîñòîÿò èç ôóíêöèè b(k)

òàêîé, ÷òî îíà ñàìà è âñå åå ïðîèçâîäíûå ïî k è k̄ äî âòîðîãî ïîðÿäêà

� ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå â R2, ôóíêöèÿ kb(k) èíòåãðèðóåìà â R2 è b(k)

óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ:

1

π
max
ζ∈C

∫ ∫
R2
dλdµ

|b(λ+ iµ)|
|λ+ iµ− ζ|

< 1, (3.2)

òîãäà àñèìïòîòèêà ïðè t→∞ ðåøåíèÿ ÄÑ-2 èìååò âèä:

q(z, t) = t−1 1

2
b
( iz
4t

)
exp

(
it

8
(ξ2 + ξ̄2)

)
+ O(t−5/4), (3.3)

g = −t−2 V.P.

∫ ∫
C

dv ∧ dv̄ |b
(
iv
4t

)
|2

2iπ(v − z)2
+ O(t−9/4), (3.4)

ãäå ξ = z/t, ðàâíîìåðíî ïî z ∈ C.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè ôóíêöèÿ b(k) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.2), òî-

ãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè t → ∞ ðå-

øåíèå (1.1):

q̃(z, t) = t−1 1
2
b
(
iz
4t

)
exp

(
it
8
(ξ2 + ξ̄2)

)
,

g̃(z, t) = −t−2 V.P.
∫ ∫

C
dv∧dv̄ |b

(
iv
4t

)
|2

(v−z)2 .

Ôóíêöèè q̃ è g̃ óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ â (1.1) ñ òî÷íîñòüþ

O(t−3/2), âòîðîìó � ñ òî÷íîñòüþ O(t−5/2).
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3.1.1 Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå D̄-çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.10) ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé [29].

Â ðåøåíèè ñèñòåìû (1.10) óäîáíî âûäåëèòü îñöèëëèðóþùèå ýêñïî-
íåíòû. Äëÿ ýòîãî ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ:

φ11(k, z, t) = A(k, z, t) exp(kz),

φ12(k, z, t) = B(k, z, t) exp(kz). (3.5)
Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (1.10) äëÿ ôóíêöèé A è B. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1) ñ ôàçîâîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà: S =

2(k2 + k̄2)− i(kz − kz)/t.
Ñòðóêòóðà ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) îïðå-

äåëÿåòñÿ ôàçîé S îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòû. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïî t ïðè
t→∞ ðåøåíèå (3.1) èìååò ñîñòàâíîé õàðàêòåð. Âíå íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôàçû S ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå
ñòðîèòñÿ ïî öåëûì îáðàòíûì ñòåïåíÿì t (âíåøíåå ðàçëîæåíèå).

Â ìàëîé ïðè t → ∞ îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïîñòðîåíî òàê
íàçûâàåìîå âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå. Çäåñü â êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ tn/2, n = 1, 2, . . . .

Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè,
ãäå ïðèãîäíû îáà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿ, êàê âíóòðåííåå, òàê è
âíåøíåå. Ýòî îáùèé ôàêò â ìåòîäå ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé [29]. Çäåñü îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 8. Ïóñòü b(k) � ãëàäêàÿ ïî k, k̄ è òàêàÿ, ÷òî b(k) è âñå åå

ïðîèçâîäíûå ïî k è k̄ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå â R2

ôóíêöèè. Òîãäà ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(o(t−1)) ðåøåíèå

çàäà÷è (3.1) ïðè t → ∞ èìååò ñîñòàâíîé õàðàêòåð. Ïðè |k − iξ
4
| ≥

Ct−1/2+γ, äëÿ ∀γ > 0, ãäå ξ = z/t:(
Ã

B̃

)
=

(
1

0

)
+ t−1

 1

A
1

B

 , (3.6)
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ãäå
1

B=
1

B0 (k̄, ξ)+
1

B1 (k, ξ) exp(itS), ïîïðàâêè
1

A,
1

B0 è
1

B1 îïðåäåëåíû â

(3.14), (3.13), (3.25).

Ïðè |k − iξ
4
| ≤ Ct−δ äëÿ ∀δ > 0:(
Ã

B̃

)
=

(
1

0

)
+ t−1/2

(
0

1

β (l, ξ) exp(itS)

)
+

+t−1

 2
α (l, ξ)

2

β (l, ξ) exp(itS)

 ,

ãäå l =
√
t (k − iξ

4
), ïîïðàâêè

n
α,

n

β, n = 1, 2 îïðåäåëåíû â (3.23), (3.24)

è (3.27).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � ïîñòðîåíèÿ, òàê
íàçûâàåìîãî âíåøíåãî ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî t ïðè t → ∞
ðåøåíèÿ (3.5) â îáëàñòè âíå ìàëîé ïðè t → ∞ îêðåñòíîñòè òî÷êè k =

iξ/4 è ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ (3.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
k = iξ/4.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) áóäåì èñêàòü â âèäå:

A(k, ξ, t) = 1 + t−1
1

A (k, ξ) + t−2
2

A (k, ξ) exp(−itS) + . . . , (3.7)
B(k, ξ, t) = t−1

1

B + t−2
2

B (k, ξ) exp(itS) + . . . . (3.8)

Çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ ïî t.
Ïîäñòàâèì (3.7), (3.8) â (3.1), ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-

êîâûõ ñòåïåíÿõ t−1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

i∂kS
1

B1= b(k),
1

B1 ||k|→∞ = 0; (3.9)
−i

2

A exp(−itS)∂k̄S + ∂k̄
1

A= −b̄
1

B1 − b̄
1

B0 exp(−itS), (3.10)
1

A ||k|→∞ = 0; (3.11)
i∂kS

2

B +∂k
1

B1= b(k)
1

A,
2

B ||k|→∞ = 0. (3.12)

Óðàâíåíèå (3.9) ðàçðåøèìî, êîãäà ∂kS 6= 0. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ S ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ∂kS = 0 ïðè k = iξ/4. Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî óáûâàþùåãî
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ïðè |k| → ∞ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ B èç (3.1), ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè k 6= iξ/4 èìååò âèä:

1

B1=
b(k)

−i∂kS
. (3.13)

Íå îïðåäåëåííîå çäåñü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ B � àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò k̄ � ïîëó÷åíî íèæå, ïîñëå àíàëèçà àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè k = iξ/4.

Óðàâíåíèå äëÿ 1

A îïðåäåëÿåòñÿ íåîñöèëëèðóþùèìè ÷ëåíàìè óðàâíå-
íèÿ (3.9). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà ïîëó÷èì:

1

A (k, ξ) =
−1

8iπ

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄
k − p

|b(p)|2

p− iξ
4

. (3.14)

Ïîïðàâêà 2

A îïðåäåëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèìè ÷ëåíàìè (3.9):

2

A=
b̄(k)

1

B0

i∂k̄S
.

Â ýòîé ôîðìóëå ïðèñóòñòâóåò 1

B0, ïîýòîìó
2

A ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ïîñëå àíàëèçà àñèìïòîòèêè â îêðåñòíîñòè k = iξ/4.

Óñòàíîâèì îáëàñòü, â êîòîðîé ïðèãîäíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
(3.7), (3.8). Â ýòîé îáëàñòè äëÿ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (3.8) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå:

t−2
2

B (k, ξ) = o(t−1
1

B1 (k, ξ)).

Èç ôîðìóëû (3.13) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ 1

B1 â òî÷êå k = iξ/4

èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî k. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.12) � ôóíê-
öèÿ 2

B � â òî÷êå k = iξ/4 èìååò ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî k. Ïîýòîìó
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (3.6) ïðèãîäíî ïðè |k− iξ

4
| ≥ C t−1/2+γ, äëÿ

∀γ > 0.

Ïîñòðîèì âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå � ñïðàâåäëèâîå â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè k = iξ

4
.

Ïåðåéäåì ê ðàñòÿíóòûì êîîðäèíàòàì:

l =
√
t(k − iξ

4
).
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Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôàçà ýêñïîíåíòû â ñèñòåìå (3.1) èìååò âèä:
itS = 2i(l2 + l̄2) + itS0.

Çäåñü
S0 = S|k= iξ

4
=

1

8
(ξ2 + ξ̄2).

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî k â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.1) ïåðåïèøåì
÷åðåç äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî l. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1)
ïðèìåò âèä:

√
t∂l̄A = −b̄ exp(−2i(l2 + l̄2)− itS0)B,

√
t∂lB = b exp(2i(l2 + l̄2) + itS0)A. (3.15)

Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.15) áóäåì èñêàòü â
âèäå:

A = 1 + t−1/2 1
α (l, ξ) + t−1 2

α (l, ξ) + . . . ,

B =
(
t−1/2

1

β (l, ξ) + t−1
2

β (l, ξ) + . . .
)
exp(2i(l2 + l̄2) + itS0). (3.16)

Ïîäñòàâèì (3.16) â (3.15). Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-
âûõ ñòåïåíÿõ t, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ 1

α,
1

β:
∂

∂l̄

1
α = 0,

∂

∂l

1

β + 4il
1

β = b
(
iξ
4

) (3.17)

è óðàâíåíèÿ äëÿ 2
α,

2

β:
∂

∂l̄

2
α = −b

(
iξ
4

) 1

β,

∂

∂l

2

β + 4il
2

β = b
(
iξ
4

) 1
α +l b1 + l̄ b2. (3.18)

Çäåñü b1 = ∂kb|k= iξ
4
, b2 = ∂k̄b|k= iξ

4
.

Îáëàñòü |l| ≤ const t1/2−δ, ∀δ > 0, ãäå ñïðàâåäëèâî âíóòðåííåå ðàçëî-
æåíèå, ïðè δ < 1/2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ |k − iξ

4
| ≥ t−1/2+γconst ïðè

γ < 1/2, â êîòîðîé ïðèãîäíî âíåøíåå ðàçëîæåíèå. Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëà-
ñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [29], àñèìïòîòèêè ïðè |l| → ∞ äëÿ
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(3.17), (3.18) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îáëàñòè, ãäå ïðèãîäíû îáà ðàçëîæåíèÿ.

Àñèìïòîòèêà 1

B1 ïðè k → iξ
4
:

1

B1=
−1

i(4k − iξ)
b

(
iξ

4

)
− 1

4i
b1 −

(k − iξ
4
)

4i(k − iξ
4
)
b2 + O(|k − iξ

4
|). (3.19)

Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó 1

A ïðè k → iξ
4
.

1

A=
−1

k − iξ
4

1

8iπ

∫ ∫
C
dp ∧ dp̄|b(p)|2

[
1

k − p
− 1

p− iξ
4

]
.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â èíòåãðàëå äëÿ 1

A ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàç-
íîñòè. Ðàññìîòðèì ýòîò èíòåãðàë êàê ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé. Â ïåðâîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ èíòåãðàëîâ ñäåëàåì çà-
ìåíó ïåðåìåííîé r = p−(k− iξ

4
). Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè â ïåðâîì èíòåãðàëå â âèäå îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè r. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1

A=
−1

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
iξ
4
− r

1

4i
(∂r|b(r)|2 +

k − iξ
4

k − iξ
4

∂r̄|b(r)|2) =

=
1

4i

k − iξ
4

k − iξ
4

|b
( iξ

4

)
|2 + C

( iξ
4

)
+ O(|k − iξ

4
|), (3.20)

ãäå
C
( iξ

4

)
=
−1

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
iξ
4
− r

1

4i
∂r|b(r)|2.

Èç òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (3.6) è (3.7)
è ôîðìóë (3.19), (3.20) ïîëó÷àþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ:

1
α = 0, ïðè |l| → ∞,
1

β = O(l−1), ïðè |l| → ∞; (3.21)

2
α = l̄

4il
|b
(
iξ
4

)
|2 + C

(
iξ
4

)
+O(|l|−1), ïðè |l| → ∞

2

β = 1
4i
b1 − l̄

4il
b2 + O(|l|−1), ïðè |l| → ∞. (3.22)
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Ðåøåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (3.17) ñîâìåñòíî ñ êðàåâûì óñëîâèåì
èç (3.21) èìååò âèä:

1
α= 0. (3.23)

Îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.17) ñ êðàåâûì óñëîâèåì èç (3.21)
ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà:

1

β= exp(−2i(l2 + l̄2)) b
( iξ

4

)−1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
n− l

exp(2i(n2 + n̄2)). (3.24)

Àñèìïòîòèêà 1

β ïðè |l| → ∞ èìååò âèä:
1

β ||l|→∞ =
b( iξ

4
) exp(−2i(l2 + l̄2))

2l̄
−
b( iξ

4
)

4il
+O(|l|2). (3.25)

Èç ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòèê (3.19), (3.25) è (3.6) ïîëó÷èì:
1

B0 (k̄,
iξ

4
) =

b( iξ
4
)

2(k − iξ
4
)
. (3.26)

Óðàâíåíèÿ (3.18) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.22) ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà:

2
α = C

(
iξ
4

)
+ b
(
iξ
4

) −1
2iπ

∫ ∫
C
dn∧dn̄
n−l

1

β (n, n̄),

2

β = exp(−2i(l2 + l̄2)) −1
2iπ

∫ ∫
C
dn∧dn̄
n−l ×

× exp(2i(n2 + n̄2)) (nb1 + n̄b2). (3.27)

Òåîðåìà 8 îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) äîêàçàíà.

3.1.2 Îöåíêà îñòàòêà àñèìïòîòèêè

Â ýòîì ïóíêòå äîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû (3.6), (3.7) îïðåäåëÿþò àñèìïòîòè-
êó ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâîé çàäà÷å (3.1). Ïðè îãðàíè÷åíèè (3.2) íà
ôóíêöèþ b(k) èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â ýòîé ñèñòåìå îêàçûâàåòñÿ ñæè-
ìàþùèì. Íà îñíîâå ôîðìóë (3.6), (3.7) ïîñòðîåíî ñîñòàâíîå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå (3.6). Ìàëîñòü îñòàòêà àñèìïòîòèêè ñëåäóåò èç ñâîé-
ñòâà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà è ìàëîñòè íåâÿçêè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
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ïðè ïîäñòàíîâêå ñîñòàâíîãî ðàçëîæåíèÿ â ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 9. Ïóñòü b(k) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âñå åå ïðîèç-

âîäíûå ïî k è k̄ äî âòîðîãî ïîðÿäêà � ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå â R2, è

âûïîëíåíî óñëîâèå:

1

π
max
ζ∈C

∫ ∫
R2
dλdµ

|b(λ+ iµ)|
|λ+ iµ− ζ|

< 1,

òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) ñóùåñòâóåò. Åãî àñèìïòîòèêà ïðè t→∞
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (3.6), (3.7) ñ òî÷íîñòüþ O(t−5/4). Ïðîèçâîä-

íûå ïî z è z̄ îñòàòêà àñèìïòîòèêè � íåïðåðûâíûå ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííûå ïðè k, z ∈ C � ðàâíû O(t−5/4).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû.
Âìåñòî ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñè-

ñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [93]:
A = 1 +

−1

2iπ

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄
k − p

b(p) exp(−itS)B(p, ξ, ξ̄, t),

B =
1

2iπ

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄
k − p

b(p) exp(itS)A(p, ξ, ξ̄, t). (3.28)
Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïî k âåêòîð-ôóíêöèé ñ íîðìîé

||φ|| = sup
k,z∈C

|φ1(k, z)| + sup
k,z∈C

|φ2(k, z)|.

Îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (3.28) ÷åðåç G.
Ñâîéñòâà îïåðàòîðà G áóäåì èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå X.
Ëåììà 4. ||Gφ|| ≤M ||φ||, ãäå M < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

||Gφ|| = sup
k,z∈C

[∣∣∣∣ i2π
∫ ∫

C

dp ∧ dp̄
k − p

b(p) exp(−itS)φ2(p, ξ, t)

∣∣∣∣
]

+

+ sup
k,z∈C

[∣∣∣∣ i2π
∫ ∫

C

dp ∧ dp̄
k − p

b(p) exp(itS)φ1(p, ξ, t)

∣∣∣∣
]
≤

≤ 1

π
||φ|| max

k∈C

∫ ∫
R2

dx′dy′

|k − (x′ + iy′)|
|b(x′ + iy′)| = M ||φ||,
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ãäå
M =

1

π

∫ ∫
R2

dx′dy′

|k − x′ − iy′|
|b(x′ + iy′)|.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5. Îïåðàòîð G ïåðåâîäèò âåêòîð-ôóíêöèè èç X â X.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ïî k âåêòîð-
ôóíêöèè G[b, k; z, t]φ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íî [9] (ñì. 2.2.1).

Èç èç ïðèâåäåííûõ ëåìì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(3.2) îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå X. Èç òåîðåìû î
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ [47] ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

φ = Gφ+ h, (3.29)

ãäå h ∈ X èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â X. Äëÿ φ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

||φ|| ≤ const||h||.

Ïîñòðîèì ñîñòàâíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôîðìàëüíîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-
çóåìñÿ ãëàäêîé ñðåçàþùåé ôóíêöèåé χ(k, ξ, t), òàêîé, ÷òî χ ≡ 1, ïðè
|k− iξ

4
| > 2t−1/4 è χ ≡ 0, ïðè |k− iξ

4
| < t−1/4. Ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå èìååò

âèä:
Ã(k, ξ, t) = 1 + χ t−1

1

A +(1− χ)t−1 2
α; (3.30)

B̃(k, ξ, t) =
[
χ (t−1

1

B + (1− χ)(t−1/2
1

β +t−1
2

β)
]
exp(itS). (3.31)

Ïîñ÷èòàåì íåâÿçêó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ñîñòàâíîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (3.30), (3.31) â (3.1).

f1 = −∂k̄Ã − b̄ exp(−itS)B̃,

f2 = −∂kB̃ + b exp(itS)Ã.

Íåâÿçêè f1 è f2 âíå ïåðåõîäíîãî ñëîÿ t−1/4 < |k − iξ
4
| < 2t−1/4 ëåã-

êî âû÷èñëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç àñèìïòîòèê (3.6), (3.7). Â ïåðåõîäíîì ñëîå
â íåâÿçêè âíîñÿò âêëàä ïðîèçâîäíûå ïî k è k̄ ñðåçàþùåé ôóíêöèè χ.
Øèðèíà ýòîãî ñëîÿ ðàâíà t−1/4. Â êà÷åñòâå χ ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèþ,
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ïðîèçâîäíûå êîòîðîé ïî k è k̄ ðàâíû O(t1/4). Â ðåçóëüòàòå äëÿ f1 è f2

ïîëó÷èì:

f1 =



−t−1b̄
1

B0 (k̄, ξ) exp(it(S0 − S)), ïðè |k − iξ
4
| ≥ 2t−1/4;

O(t1/4)(t−1
1

B exp(−itS)− t−1/2
1

β − t−1
2

β)b̄−

−χ t−1b̄
1

B0 exp(it(S0 − S))+

+ (1− χ)t−1b̄
2

β, ïðè t−1/4 < |k − iξ
4
| < 2t−1/4;

−t−1b̄
2

β (l, ξ), ïðè |k − iξ
4
| ≤ t−1/4;

(3.32)

f2 =



t−1b
1

A exp(itS), ïðè |p− iξ
4
| > 2t−1/4;[

O(t1/4)(t−1
1

A − t−1 2
α) − (1− χ) t−1 2

α

]
×

×b exp(itS), ïðè t−1/4 < |k − iξ
4
| < 2t−1/4;

−t−1b
2
α (l, ξ) exp(itS), ïðè |p− iξ

4
| ≤ t−1/4.

(3.33)

Ïîðÿäîê íåâÿçîê f1 è f2 âíå ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ëåãêî îöåíèâàåòñÿ èç
ôîðìóë (3.32), (3.33) è (3.19), (3.20). Îöåíèì ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé ïðè
O(t1/4) â ïåðåõîäíîì ñëîå.

t−1
1

A −t−1 2
α= O(t−5/4), ïðè t−1/4 < |k − iξ

4
| < 2t−1/4; (3.34)

t−1
1

B −t−1/2
1

β − t−1
2

β= O(t−5/4), ïðè t−1/4 < |k − iξ

4
| < 2t−1/4. (3.35)

Ôîðìóëà (3.34) ñëåäóåò èç (3.20), (3.22). Ôîðìóëà (3.35) ïîëó÷åíà èç
(3.19), (3.8), (3.21), (3.22).

Ïåðåéäåì ê îöåíêå îñòàòêà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:(
A

B

)
=

(
Ã

B̃

)
+ χ, (3.36)

Ïîäñòàâèì (3.36) â (3.1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ îä-
íîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè |k| → ∞.

∂k̄Φ1 = −b̄ exp(−itS)Φ2 + f1 (3.37)
∂kΦ2 = b exp(itS)Φ1 + f2. (3.38)
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Îò ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.38) ïåðåéäåì ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Φ = GΦ + F. (3.39)
Çäåñü êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè F âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

F1 = 1
2iπ

∫ ∫
C
dp∧dp̄
k−p f1,

F2 = 1
2iπ

∫ ∫
C
dp∧dp̄
k−p f2. (3.40)

Îöåíèì íîðìó â X âåêòîð-ôóíêöèè F .
Ëåììà 6. ||F || = O(t−5/4).

Äîêàçàòåëüñòâî.

||F1||C ≤ supk,z∈C

[ ∣∣∣∣ 1
2iπ

∫ ∫
|p− iξ

4
|≥2t−1/4

dp∧dp̄
k−p f1(p, ξ, t) +

+ | 1
2iπ

∫ ∫
|p− iξ

4
|≤2t−1/4

dp∧dp̄
k−p f1(p, ξ, t)

∣∣∣∣
]
. (3.41)

Îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå èíòåãðàëà:

I =

∫ ∫
|p− iξ

4
|≥2t−1/4

dp ∧ dp̄
k − p

b̄(p)
exp(it(S0 − S))

(p− iξ
4
)

.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ñîäåðæèò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ôàçû ýêñïî-
íåíòû, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,
èíòåãðèðóÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ ýêñïîíåíòó ïî ïåðåìåííîé p̄. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî |I| ≤ t−1/4. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ñëàãàåìîå â
(3.41) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(t−5/4).

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.41). Çäåñü âîñïîëüçóåìñÿ ìàëîñòüþ îáëà-
ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñëàãàåìîå òàêæå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîéO(t−5/4).

Âòîðàÿ êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè F îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:

||F2|| ≤ t−5/4const.

Ëåììà äîêàçàíà.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ F â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.39) ïðèíàäëåæèò X è ñè-

ñòåìà (3.39) ðàçðåøèìà â X. Îöåíèì íîðìó ýòîãî ðåøåíèÿ.
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Ïðåäñòàâèì F â âèäå:
F = t−5/4H.

Èç ïðèâåäåííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ||H|| = O(1).
Âåêòîð-ôóíêöèþ Ψ áóäåì èñêàòü â âèäå:

Ψ = t−5/4φ.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé:
φ = Gφ+H. (3.42)

Èç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.42) ñëåäóåò îöåí-
êà îñòàòêà â àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ (3.6), (3.7) âåëè÷èíîé O(t−5/4).

Äîêàæåì ãëàäêîñòü îñòàòêà ïî z.
Ëåììà 7. ∂zφ, ∂z̄φ ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî z ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (3.42). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

θ = Gθ + P, (3.43)
çäåñü θ = ∂zφ, P = ∂z[G]φ+ ∂zH.

Ïîêàæåì, ÷òî P ∈ X. Äëÿ ýòîãî îöåíèì íîðìó â X êàæäîãî èç ñëà-
ãàåìûõ P .

∂z[G]φ =

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄ p
2iπ

[
0 −b(p) exp(−itS)

k−p
b(p) exp(itS)

k−p 0

][
φ1

φ2

]
.

Èç èíòåãðèðóåìîñòè b(k) â R2 è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè φ1, φ2 ñëå-
äóåò, ÷òî ∂z[G]φ ∈ X.

∂zH = t5/4
1

2iπ

∫ ∫
C
dp ∧ dp̄

[
∂zf1
k−p
∂zf2
k−p

]
.

Ïðîèçâîäíûå f1 è f2 ïî z âû÷èñëÿþòñÿ èç (3.32), (3.33). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ||∂zH|| = O(1). Òàêèì îáðàçîì, P ∈ X. Ñèñòåìà (3.43) ðàçðå-
øèìà â X, òî åñòü: ∂zφ ∈ X. Äëÿ ïðîèçâîäíîé φ ïî z̄ äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.
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3.1.3 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ÄÑ-2

Ïîäñòàâèì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â ôîðìóëó (1.12).

q(z, t) = −i
π

∫ ∫
C dp ∧ dp b(p) exp(itS)×

×
(

1 + t−1Ã1(p, ξ, t) + t−5/4φ1(p, ξ, t)

)
, (3.44)

ãäå
Ã1(p, ξ, t) = χ

1

A + (1− χ)
2
α .

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (3.44) â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ.

q(z, t) = −i
π

∫ ∫
C dp ∧ dp b(p) exp(itS)−

−t−1 i
π

∫ ∫
C dp ∧ dp b(p) exp(itS)Ã1(p, ξ, t)−

−t−5/4 i
π

∫ ∫
C dp ∧ dp b(p) exp(itS)φ1(p, ξ, t).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî O(t−5/4). Èíòåãðàë âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàçî-
áüåì íà äâà. Ïðè |p− iξ

4
| ≥ 2t−1/4 ýòîò èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è èìååò ïîðÿäîê t−1. Ïðè |p − iξ
4
| < 2t−1/4

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ðàâåí O(t−1/2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

q(z, t) =
−i
π

∫ ∫
C
dp ∧ dp b(p) exp(itS) + O(t−5/4).

Àñèìïòîòèêà ïî t èíòåãðàëà â ýòîé ôîðìóëå âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì ñòà-
öèîíàðíîé ôàçû [78]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (3.3).

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè g(z, t) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.3) â
ôîðìóëó (1.13). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ âîç-
ìîæíî èç-çà ãëàäêîñòè ïî z îñòàòêà â ôîðìóëå (3.3). Ýòà ãëàäêîñòü �
ñëåäñòâèå ãëàäêîñòè ïî z îñòàòêà àñèìïòîòèêè â ôîðìóëàõ (3.6) è (3.7),
è ãëàäêîñòè ïî z àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà â (3.44), âû÷èñëåííîé ìåòî-
äîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Èìåííî äëÿ ãëàäêîñòè àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà
â (3.44) íåîáõîäèìî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè â R2 ôóíêöèè k b(k). Òåî-
ðåìà îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-2 äîêàçàíà.
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3.2 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Èøèìîðè-1

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Èøèìîðè-1 ïðè t → ∞ ñ êðàåâûì
óñëîâèåì S̃||z|→∞ = σ3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôîðìóëû (1.21). Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.10), ïîñòðîåííîé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîëó÷èì:

S̃ =

 −1 2
t1/2

1

β

2
t1/2

1

β 1

+ o(t−1/2), (3.45)

ãäå 1

β (l)� ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è:

∂l
1

β +4il
1

β= b(iξ/4),
1

β ||l|→∞ = 0.

Ïåðåìåííûå l è ξ ñâÿçàíû ñ ïåðåìåííûìè x, y, t ôîðìóëàìè:

l =
x+ iy√

t
, ξ =

x+ iy

t
.

Ôóíêöèÿ b(k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 7
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3.3 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-
Ïåòâèàøâèëè

Ñâîéñòâà ðåøåíèé è ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-
Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ):

∂x(∂tu+ 6u∂xu+ ∂3
xu) = −3σ2∂2

yu (3.46)
çàâèñÿò îò çíàêà σ2. Â ñëó÷àå σ2 = 1 ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ÊÏ-2.

Çäåñü èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
u|t=0 = u0(x, y). (3.47)

Äëÿ óáûâàþùåãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ðåøåíèÿ ïîñòðî-
åíà àñèìïòîòèêà ïðè t→∞. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò ïîðÿäîê
O(t−1) è áûñòðî îñöèëëèðóåò. Àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé çàâèñèò îò õàðàê-
òåðíûõ ïåðåìåííûõ ξ = x/t è η = y/t.

Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî äëÿ óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ ïðè t→∞ îñíîâ-
íóþ ðîëü â óðàâíåíèè (3.46) èãðàåò åãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü. Ýòî ïîäòâåðæäà-
åòñÿ íà óðîâíå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè, ñòðóêòóðà êîòîðîãî ïîëíî-
ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ.
Áîëåå òîãî, òàê æå, êàê äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
èçâëåêàåòñÿ èç èíòåãðàëà òèïà Ôóðüå ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñòàöèîíàð-
íîé ôàçû. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç èíòå-
ãðàë òèïà Ôóðüå ñëåäóåò èç ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇÐ),
ïðåäëîæåííîãî äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ â [28, 21].

Íåñìîòðÿ íà ïîõîæåå ïîâåäåíèå óáûâàþùèõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî è
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñïåöèôèêà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.46) ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ðîëü îáðàçà Ôóðüå èãðàþò äàííûå ðàññåÿíèÿ âñïîìî-
ãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ óðàâíåíèåì ÊÏ-2. Êðîìå òîãî,
âìåñòî ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëå òèïà Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå òàê
íàçûâàåìîé D̄-çàäà÷è [88].

Óðàâíåíèå ïîõîæåå íà (3.46) ñ íåëèíåéíîñòüþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä-
êà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì ÊÏ. Äëÿ îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ ÊÏ èçâåñòíû ðåçóëüòàòû îá îöåíêå íîðìû ðåøåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ïî âðåìåíè [115]. Â òîé æå ðàáîòå äëÿ óáûâàþùåãî
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ðåøåíèÿ ïîëó÷åíà ñòðóêòóðà àñèìïòîòèêè ïðè t → ∞. Êàê óæå îòìå-
÷àëîñü, ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè. Ýòè ñëàãàåìûå ó óðàâíåíèé ÊÏ è îáîáùåííîãî
ÊÏ ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó è ñòðóêòóðà ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè óáû-
âàþùåãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîâïàäàåò ñî ñòðóê-
òóðîé óáûâàþùåé àñèìïòîòèêè îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ èç [115]. Ñó-
ùåñòâåííîå îòëè÷èå ïðîâåäåííûõ çäåñü ïîñòðîåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ îò
ðåçóëüòàòîâ [115] ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àñèìïòîòèêà ñâÿçàíà ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè. Òàêàÿ ñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÎÇÐ
áëàãîäàðÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ ÊÏ.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé ÌÎÇÐ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñ-
ñëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèê ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñðàâíèòåëüíî
ïîëíî èññëåäîâàíû àñèìïòîòèêè äëÿ 1+1-ìåðíûõ óðàâíåíèé (îäíà ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ è âðåìÿ) [92, 84, 58, 25, 135, 64, 8, 30].

Äëÿ äâóìåðíîãî îáîáùåíèÿ öåïî÷êè Òîäû àñèìïòîòèêà áûëà ïîñòðîå-
íà â [65]. Ñòðîãèå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêàõ ïî âðåìåíè äëÿ ñïåöèàëü-
íîãî êëàññà íåóáûâàþùèõ ïðè t→∞ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÊÏ ïîëó÷åíû
â [3], [68]. Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ïðè t → ∞ óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ÊÏ-1 ïîñòðîåíà â ðàáîòå [133]. Îäíàêî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïî-
ñòðîåííûå àñèìïòîòèêè íå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ðàâíîìåðíîñòè è ïðè-
ãîäíû íå âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ðàáîòå àâòîðà [129] äëÿ óðàâíåíèÿ
ÊÏ-2 äàí èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå óáûâàþùåãî
ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì è ïîëó÷åíà îöåíêà îñòàòêà
ýòîé àñèìïòîòèêè.

Çäåñü áóäåò èñïîëüçîâàí ôîðìàëèçì ÌÎÇÐ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ÊÏ-2 â ðàáîòå [88]. Ýòîò ôîðìàëèçì ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîñòðîåíèå
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ëèíåéíûõ çàäà÷. Íàïîìíèì îñíîâíûå ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ñ ïîìîùüþ ÌÎÇÐ.

Ïåðâûé ýòàï � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà íà÷àëüíîì ïî-
òåíöèàëå u0(x, y):

−∂yϕ+ ∂2
xϕ+ 2ik∂xϕ+ u0ϕ = 0, ϕ||k|→∞ = 1, (3.48)
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è âû÷èñëåíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïî ôîðìóëå1:

F (k) = (2π)−1sgn(−<(k))
∫ ∫

R2 dx dy u0(x, y)ϕ(x, y, k, 0)×
× exp(−i(k + k̄)x− (k2 − k̄2)y). (3.49)

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò
âðåìåíè. Îíà îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé:

F(k; t) = F (k) exp(4it(k3 + k̄3)).

Òðåòèé ýòàï � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � âîññòàíîâëåíèå
ïîòåíöèàëà u(x, y, t). Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé D̄-çàäà÷å,
ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ôóíêöèè
ϕ:

∂k̄ϕ = ψ F (−k̄) exp(itS),

∂kψ = −ϕF (k) exp(−itS);

(
ϕ

ψ

)
||k|→∞ =

(
1

1

)
. (3.50)

Çäåñü S = 4(k3 + k̄3) + (k + k̄)ξ − i(k2 − k̄2)η, ξ = x/t, η = y/t.
Ïîñëåäíèé øàã ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà, äàþùåãî ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè [88]:

u(x, y, t) = ∂x

∫ ∫
C
dk ∧ dk̄ F (k)ψ(k, x, y, t) exp(itS). (3.51)

Â ðàáîòàõ [57, 63, 141, 53, 110, 114] èçó÷àëàñü ðàçðåøèìîñòü ïðÿ-
ìîé çàäà÷è äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, â
[114] äîêàçàíî, åñëè ôóíêöèÿ u0(x, y) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, òîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à (3.48) ðàçðåøèìà äëÿ
∀k ∈ C.

Îäíàêî, äëÿ áîëåå�ìåíåå îáùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé òàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé íå äàåò ÿâíîãî îòâåòà
â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç-çà òðóäíîñòåé, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ðå-
øåíèè êàê ïðÿìîé òàê è îáðàòíîé çàäà÷.

Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îáðàòíàÿ çàäà÷à. Îíà âêëþ÷àåò âðåìÿ êàê

1Èç ôîðìóë (3.48) è (2.15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ u0(x, y) ôóíêöèÿ F (k)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì: F (−k̄) = −F̄ (k), ôóíêöèÿ F (k) � íåàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé k ∈ C.
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ïàðàìåòð. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåò íåëèíåé-
íîå óðàâíåíèå. Êëàññ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â òàêîì ïîäõîäå
îïðåäåëÿåòñÿ òåì èëè èíûì ôóíêöèîíàëüíûì êëàññîì äàííûõ ðàññåÿ-
íèÿ.

Ýòîò æå ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ è çäåñü. Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðî-
åíèé îãðàíè÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå äàííûå ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ
äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå êëàññà íà÷àëüíûõ äàííûõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì îãðàíè÷åíèÿì, çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ. Èññëåäîâà-
íèþ ðåøåíèÿ D̄-çàäà÷è ïîñâÿùåíà îñíîâíàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà. Ïîñòðî-
åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè ψ è çàòåì âû÷èñëåíà àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà
(3.51) ïðè t→∞ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [78]. Êàê îêàçàëîñü, ãëàâ-
íûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ìîæíî îïðåäåëèòü, èñ-
ïîëüçóÿ òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå áûñòðî îñöèëëèðóþùèå êîýôôèöèåíòû â ñèñòåìå óðàâíå-
íèé (3.50), ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ψ = 1+o(1) ïðè t→∞. Îäíàêî, ýòîãî
íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûÿñíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ u(x, y, t),
åñëè íåèçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îñòàòêà â
ôîðìóëå äëÿ ψ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.50) ïðè t→∞.

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ D̄-çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè t→∞ áûëà ïîñòðîåíà àâòîðîì â [45]. Çäåñü
èññëåäóåòñÿ D̄ çàäà÷à ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàçðûâíûìè íà ìíèìîé îñè
êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà k (3.49). Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ òà-
êîé çàäà÷è áîëåå ñëîæíî êàê ñ èäåéíîé, òàê è ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû.
Ñòðóêòóðà àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ (3.50) â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé â
[45] îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî õàðàêòåðîì ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, íî è èõ
ïîëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî ëèíèè ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ. Ýòî âíîñèò
ñóùåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â âû÷èñëåíèÿ è ïðèâîäèò ê èç-
ìåíåíèÿì â ðåçóëüòàòàõ ïîñòðîåíèé. Ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòèêà ñòðîèòñÿ
ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ [29].
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3.3.1 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 10. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x, y) òàêîâà, ÷òî åå äàííûå

ðàññåÿíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì: (1 + |k|)F ∈ L1 ∩ C, ∂αF ∈ L1 ∩ C ïðè

<(k) 6= 0, |a| ≤ 2 è âûïîëíåíî óñëîâèå:

sup
z∈C

∫ ∫
R2
dκdλ

∣∣∣∣ F (κ+ iλ)

κ+ iλ− z

∣∣∣∣ < π. (3.52)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî ïðè ∀t > 0. Åãî àñèìïòîòèêà ïðè t → ∞ ðàçëè÷íà â ðàçëè÷-

íûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïåðå-

ìåííûìè ξ = x/t è η = y/t:

1) ïðè −(12ξ + η2)t1/3 � 1:

u(x, y, t) = −4t−1 exp

(
− 11it

√
−y

2

t2
− 12

x

t

)
×

×
[

π

12i
√
−η2 − 12ξ

f

(
1

2

√
−η2 − 12ξ +

iη

12

)
+ o(t−1)

]
+ c.c.;

2) ïðè (12ξ + η2)t1/3 � 1:

u = o(t−1);

ïðè |12ξ + 12η2| � 1:

u(x, y, t) = 8it−1
√
πf(iη/12)

(∫ ∞

0

dp1
√
p1 cos

(
8p3

1 − zp1

)
+

+

∫ ∞

0

dp1
√
p1 sin

(
8p3

1 − zp1

))
+ o(t−1).

Çäåñü

z = 8

(
y2

12t4/3
+

x

t1/3

)
;

f(k) =
1

2π

∫ ∫
R2
dx dy u0(x, y)ϕ(x, y, k, 0)×

× exp(−i(k + k̄)x− (k2 − k̄2)y).

Îáëàñòè ïðèãîäíîñòè ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòèê, óêàçàííûå â òåîðåìå,
ïåðåñåêàþòñÿ. Â îáëàñòÿõ ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ñîâïàäàþò. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòàâíóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ, ðàâíîìåðíî â
ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ x, y.
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3.3.2 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Çäåñü èçó÷åíû ñâîéñòâà äàííûõ ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóþò äî-
ñòàòî÷íî ãëàäêèì, óáûâàþùèì ôóíêöèÿì èç (3.47).

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê èçó÷åíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äàííûõ
ðàññåÿíèÿ äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.50) ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà 11. Ïóñòü F (k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.52), òîãäà ðåøåíèå

çàäà÷è (3.50) ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ

ïðè k ∈ C âåêòîð-ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì îò êðàåâîé çàäà÷è (3.50) ê ñèñòåìå èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:(

ϕ

ψ

)
=

(
1

1

)
+G[F ]

(
ϕ

ψ

)
,

ãäå
G[F ]V =

1

2iπ

∫ ∫
m∈C

dm ∧ dm̄×

×

(
0 F (−m̄)

k−m exp(itS)
F (m)

k−m exp(−itS) 0

)
V (m, ξ, η, t).

Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîëÿðíûì ÿä-
ðîì [9] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð G[F ] äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà
íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíê-
öèé.

Èç íåðàâåíñòâà (3.52) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð G[F ] � ñæèìàþùèé. Îò-
ñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê íàì íåîáõîäèìî èçó÷èòü ãëàäêîñòü ôóíê-
öèè F (k) â îêðåñòíîñòè ëèíèè ðàçðûâà <(k) = 0. Îáû÷íî äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ñâîéñòâ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïðèáåãàþò ê èçó÷åíèþ ïðÿìîé çàäà÷è.
Îäíàêî, íåêîòîðûå ñâîéñòâà äàííûõ ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, îñòà-
âàÿñü â ðàìêàõ îáðàòíîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (3.49) è ñèñòåìîé óðàâíåíèé (3.50) äëÿ âûÿñíåíèÿ ãëàäêîñòè
äàííûõ ðàññåÿíèÿ â îêðåñòíîñòè ìíèìîé îñè ïàðàìåòðà k.
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Ëåììà 8. Ïóñòü u0(x, y) � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà â îêðåñòíîñòè

k′ ∈ C äàííûå ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

F (k) = sgn[<(−k)]
2∑

|α|=0

fα1α2(k
′)(k − k′)α1(k − k′)α2 +O(|k − k′|3),

ãäå fα1,α2(k
′) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, åñëè <(k′) 6= 0 è

fα1,α2(k
′) = f (1)

α1α2
(k′) + sgn[<(−k)]f (2)

α1α2
(k′),

åñëè <(k′) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëå-
íèè ïðîèçâîäíûõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïî k è k̄. Äëÿ ïðèìåðà ïðè <(k′) = 0

âû÷èñëèì f
(1)
10 (k′) è f (2)

10 (k′).
Îáîçíà÷èì

f(k) =
1

2π

∫ ∫
R2
dx dy u0(x, y)ϕ(x, y, k, 0) exp(−i(k + k̄)x− (k2 − k̄2)y).

Òîãäà f (1)
00 (k′) = f(k′), f (2)

00 (k′) ≡ 0.
Âû÷èñëèì f10(k

′) = f
(1)
10 (k′) + sgn[<(−k)]f (2)

10 (k′).

∂kf(k) =
1

2π

∫ ∫
R2
dx dy u0(x, y)

[
(ix− 2ky)ϕ(x, y, k, 0) + ∂kϕ(x, y, k, 0)

]
×

× exp(−i(k + k̄)x− (k2 − k̄2)y).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂kϕ âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì äëÿ ôóíêöèè ϕ

∂kϕ =
−1

2iπ
V.P.

∫ ∫
C

dm ∧ dm̄
(k −m)2

F (−m̄)×

× exp(i(m+ m̄)− (m2 − m̄2)y)ψ(x, y,m).

Ôóíêöèè F (−m̄) è ψ(x, y,m) � ãëàäêèå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè m ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò.
Ïðåäñòàâèì åãî â áîëåå óäîáíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì èíòåãðàë íà
ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ ïî ïðàâîé è ëåâîé ïîëóïëîñêîñòÿì êîìïëåêñíîé
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ïëîñêîñòè. Ïðîèíòåãðèðóåì ýòè èíòåãðàëû ïî ÷àñòÿì, èíòåãðèðóÿ äðîáü
1/(k −m)2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂kϕ =
−1

2iπ

∑
±

∫
∂Ω±

(±)dm̄

k −m
f(−m̄)×

× exp(i(m+ m̄)x− (m2 − m̄2)y)ψ(x, y,m)−

− −1

2iπ

∑
±

∫ ∫
Ω±

dm ∧ dm̄
k −m

[
(ix− 2my)(±)f(−m̄)ψ(x, y,m)+

+(±)∂mf(−m̄)ψ(x, y,m)− ϕ(x, y,m)f(−m̄)f(m)

]
×

× exp(i(m+ m̄)x− (m2 − m̄2)y).

Çäåñü Ω± � ïðàâàÿ (+) è ëåâàÿ (-) ïîëóïëîñêîñòè. Èíòåãðàë ïî ∂Ω+ ïîíè-
ìàåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ïðàâîé ïîëîâèíå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè ðàäèóñå îêðóæíîñòè ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè, íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ìíèìîé îñè è èíòåãðàëà ïî îêðóæíîñòè
ìàëîãî ðàäèóñà ε âîêðóã òî÷êè k = m, åñëè îíà ëåæèò â Ω+. Íàïðàâëåíèå
èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå ïî ∂Ω+ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ∂Ω±. Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ïî
áîëüøèì ïîëóîêðóæíîñòÿì ïðè R → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èç-çà óáû-
âàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ìíèìîé îñè ñ
ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äàåò óäâîåííûé èíòåãðàë ïî ìíè-
ìîé îñè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (çàìåòèì ÷òî íà ìíèìîé îñè ôàçà
ýêñïîíåíòû ðàâíà íóëþ). Èíòåãðàë ïî ìàëîé îêðóæíîñòè ðàâåí íóëþ.

Â äâîéíîì èíòåãðàëå âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ∂mf(−m̄) äëÿ ýòîãî çà-
ìåòèì ÷òî ϕ(x, y, k, 0) = ψ(x, y,−k̄, 0), ñëåäîâàòåëüíî, f(−m̄) âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèþ ψ(x, y,m, 0) è, òîãäà:

∂mf(−m̄) =
1

2π

∫ ∫
R2
dx dy u0(x, y)

[
− f(m)ϕ(x, y,m, 0)+

+(−ix− 2my)ψ(x, y,m, 0)
]
exp(−i(m+ m̄)x− (m2 − m̄2)y).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ f10(k
′) ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

f10(k
′) = f

(1)
10 (k′) + sgn[<(−k)]f (2)

10 (k′),
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ãäå
f

(1)
10 (k′) = −f(−k̄′)ψ(x, y, k′, 0)

1

2πi

∫ ∫
R2
dxdyu0(x, y)×

×
[
(ix− 2ky)φ(x, y, k, 0)+

+

(
−1

2iπ

∑
±

V.P.

∫ i∞

−i∞

dm̄

k′ −m
(±)f(−m̄)ψ(x, y,m, 0)−

− −1

2iπ

∑
±

∫ ∫
Ω±

dm ∧ dm̄
k −m

[
(ix− 2my)(±)f(−m̄)ψ(x, y,m)+

+(±)∂mf(−m̄)ψ(x, y,m)− ϕ(x, y,m)f(−m̄)f(m)

]
×

× exp(i(m+ m̄)x− (m2 − m̄2)y)

)
exp(−i(k′ + k̄′)x− (k′2 − k̄′2)y)

]
;

f
(2)
10 =

−1

π

∫ ∫
R2
dxdyu0(x, y)f(−k̄′)ψ(x, y, k′, 0).

Âûðàæåíèå äëÿ f01(k
′) = f

(1)
01 (k′)+sgn[<(−k)]f (2)

01 (k′) âû÷èñëÿåòñÿ ïðî-
ùå:

f
(1)
01 (k′) = 1

2iπ

∫ ∫
R2 dxdy u0(x, y)(−ix+ 2k̄′y)ϕ(x, y, k′, 0)×

exp(i(k′ + k̄′)x− (k′2 − k̄′2)y),

f
(2)
01 (k′) = 1

2iπ

∫ ∫
R2 dxdy u0(x, y)ψ(x, y, k′, 0)×

× exp(2i(k′ + k̄′)x− 2(k′2 − k̄′2)y).

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ
àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

3.3.3 Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå D̄-çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè t → ∞ ðåøåíèå D̄ -
çàäà÷è:

∂k̄µ = ν F (k) exp(itS),

∂kν = −µF (−k̄) exp(−itS);

(
µ

ν

)
||k|→∞ =

(
1

0

)
. (3.53)
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Ðåøåíèå çàäà÷è (3.50) ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.53) ïî ôîð-
ìóëå: (

ϕ

ψ

)
=

(
µ(k, ξ, η, t)

ν(k, ξ, η, t)

)
+

(
−ν(−k̄, ξ, η, t)
µ(−k̄, ξ, η, t)

)
. (3.54)

Çäåñü ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïðè t → ∞, ðàâíîìåðíàÿ ïî âñåì ïå-
ðåìåííûì. Ïðè ïîñòðîåíèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñòàöèîíàðíûå ïî ïåðå-
ìåííûì k, k̄ òî÷êè ôóíêöèè S(k, k̄, ξ, η).

Âíå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå ñòðîèòñÿ ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà t. Â îêðåñòíîñòÿõ
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê êàëèáðîâî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä t−n/2,
ãäå n = 0, 1, 2, . . . . Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [29], àñèìïòîòèêó âíå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ñòàöèîíàð-
íûõ òî÷åê áóäåì íàçûâàòü âíåøíèì ðàçëîæåíèåì, àñèìïòîòèêè âáëèçè
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê � âíóòðåííèìè ðàçëîæåíèÿìè. Êðîìå òîãî, ïðàâàÿ
÷àñòü â ñèñòåìå (3.53) � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíèè <(k) = 0, ïîýòîìó
àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé âñþäó, êðîìå ëèíèè <(k) = 0.

Îêîëî êàæäîé èç äâóõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè,
â êîòîðûõ ïðèãîäíû, êàê âíåøíåå, òàê è âíóòðåííåå ðàçëîæåíèÿ. Â ìåòî-
äå ñîãëàñîâàíèÿ ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ.

Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ S çàâèñèò îò äâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (ξ, η)

∈ R2. Íà êðèâîé 12ξ + η2 = 0 ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê ôóíêöèè S. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âûðîæäåííàÿ
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Â åå îêðåñòíîñòè ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.53). Âáëèçè ïàðàáîëû 12ξ + η2 = 0

ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè âûðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñòðîèòñÿ
ïî ñòåïåíÿì t−n/3, ãäå n = 0, 1, 2, . . . .

Ôîðìóëû äëÿ ðàâíîìåðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3.53) ãðîìîçäêè è, ÷òîáû èçáåæàòü ìíîãî÷èñëåííûõ ññûëîê "âïå-
ðåä", ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðîâàíû â ðàçäåëå 3.3.3 äëÿ
íåâûðîæäåííûõ è â 3.3.4 äëÿ âûðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.
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Àñèìïòîòèêà â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå

Çäåñü ïîñòðîåíî ñîñòàâíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.53) â ñëó-
÷àå, êîãäà ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ S èìååò òîëüêî íåâûðîæäåííûå ñòàöèî-
íàðíûå òî÷êè k = k1 è k = k2. Â íàøåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
t1/3
∣∣∂2
kS|k=k1,2

∣∣� 1 ïðè t→∞ äëÿ ∀k ∈ C. Ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì
íà çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ξ è η, à èìåííî, t1/3|12ξ+η2| � 1.
Ðåçóëüòàò î ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîì ïî k ∈ C àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè
ñôîðìóëèðîâàí â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî
ïðèãîäíîãî ïðè k ∈ C íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âíåøíåå è âíóòðåííèå à-
ñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïðèãîäíûå âíå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé kj, j =

1, 2 è â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê kj ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì: θ =√
−12ξ − η2. Òîãäà ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

θ: k1 = (iη + θ)/12, k2 = (iη − θ)/12.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ëåæàò âíå ëèíèè ðàçðûâà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà <(θ) 6= 0, òî åñòü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè k1,2 ëå-
æàò âíå ëèíèè ðàçðûâà <(k) = 0. Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà
î ñîñòàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè:
Ëåììà 9. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.53) íå èìååò îäíîðîäíûõ ðå-

øåíèé, F (k) ∈ C2 ∩ L1 ïðè <(k) 6= 0, è óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ξ è η

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó t1/3|θ|2 � 1, òîãäà:

ïðè
√
t|θ||k − k1,2| � 1 ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî

mod(o(t−2|∂kS|−3)) ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

µ̃ = 1 + t−1
1
µ (k, ξ, η),

ν̃ = (t−1 1
ν1 (k, ξ, η) + t−2 2

ν1 (k, ξ, η)) exp(−itS) + t−1 1
ν0 (k, ξ, η);

ôóíêöèè
1
µ,

1
ν1,

2
ν1,

1
ν0 îïðåäåëåíû â (3.63), (3.57), (3.61), (3.74);

ïðè |θ|−1 |k − kj| � 1 ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî

mod(o(t−1|θ|−1)) ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

µ̃ = 1 + t−1
1

M (lj, ξ, η),
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ν̃ =
(
t−1/2

1

N (lj, ξ, η) + t−1
2

N (lj, ξ, η)
)
exp(−itS),

ãäå lj , j = 1, 2, ñâÿçàíà ñ k ôîðìóëîé:

lj =
√
t
(
k − kj

)√∂2
kSj
2

+ 4(k − kj),

ôóíêöèè
1

M (lj, ξ, η),
1

N (lj, ξ, η),
2

N (lj, ξ, η) îïðåäåëåíû â (3.76), (3.71),

(3.75).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ôîðìàëüíûõ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Áóäåì èñêàòü âíåøíåå ðàçëîæåíèå â âèäå îòðåçêà
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t:

µex = 1 + t−1
1
µ (k, ξ, η) + t−2

2
µ1 (k, ξ, η) exp(itS), (3.55)

νex =
(
t−1 1

ν1 (k, ξ, η) + t−2 2
ν (k, ξ, η)

)
exp(−itS) +

+t−1 1
ν0 (k, ξ, η). (3.56)

Ïîäñòàâèì (3.55) è (3.56) â (3.53). Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t è îñöèëëèðóþùèõ è íåîñöèëëèðóþùèõ
ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.55) è (3.56)
ïîëó÷èì ôîðìóëû:

1
ν1=

sgn(<(k))f(−k̄)
i∂kS

; (3.57)

∂k
1
ν0 (k, ξ, η) = 0; (3.58)

∂k̄
1
µ=

−f(−k̄)f(k)

i∂kS
; (3.59)

2
µ1 (k, ξ, η) =

sgn(<(k))f(k)
1
ν0 (k, ξ, η)

i∂k̄S
; (3.60)

2
ν=

−1

i∂kS

(
−sgn(<(k))f(−k̄)

1
µ −∂k

1
ν1

)
. (3.61)

Ôóíêöèÿ 1
ν1 ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìíèìóþ îñü èìååò ñêà÷îê−2if(k)/(∂kS).

×òîáû äëÿ ôóíêöèè ν êîýôôèöèåíò àñèìïòîòèêè ïðè t−1 áûë íåïðåðûâ-
íûì, äîáàâèì ê 1

ν1 exp(iSt) àíàëèòè÷åñêóþ ïî k̄ ôóíêöèþ, òåðïÿùóþ òà-
êîé æå ñêà÷îê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìíèìóþ îñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè:

1
ν0
′(k̄) =

1

iπ

∫ i∞

−i∞
dn

f(n)

(k̄ − n)∂nS
. (3.62)
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Ôóíêöèÿ 1
ν0
′ íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ ïî k̄ ôóíêöèþ

1
ν0. Â 1

ν0 åñòü åùå ñëàãàåìûå, êîòîðûå îïðåäåëÿòñÿ èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâà-
íèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ
ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê k1 è k2.

Èñ÷åçàþùåå ïðè |k| → ∞ è îãðàíè÷åííîå ïðè ∀k ∈ C ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3.59) äàåò ôîðìóëà Êîøè-Ãðèíà:

1
µ=

−1

2iπ

∫ ∫
C

dp ∧ dp̄
k − p

f(−p̄)f(p)

i∂pS
. (3.63)

Îáëàñòü çíà÷åíèé k ïðè êîòîðûõ ïðèãîäíî âíåøíåå ðàçëîæåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ |t−1 1

ν1 /(t
−2 2
ν)| � 1. Â ðåçóëüòàòå ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé

ïîëó÷èì: √
t|θ||k − kj| � 1.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè íåâû-
ðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè kj, ãäå j = 1, 2. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðàñòÿ-
íóòóþ ïåðåìåííóþ lj:

lj =
√
t(k − kj)

√
∂2
kSj
2

+ 4t(k − kj). (3.64)

Èç ôîðìóëû (3.64) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t → ∞ è íå ñëèøêîì áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ |lj|: (t1/2|∂2

kSj|3/2 � |lj|) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëà

(k − kj) =

√
2

t∂2
kSj

lj −
8

t(∂2
kSj)

2
l2j + . . . . (3.65)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.53) â ïåðåìåííûõ lj è l̄j. Ïîäñòàâèì â ýòó ñè-
ñòåìó îòðåçîê àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà âèäà:

µin = 1 + t−1
1

M j (lj, ξ, η), (3.66)

νin = (t−1/2
1

N j (lj, ξ, η) + t−1
2

N j (lj, ξ, η)) exp(−itS). (3.67)
Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.66) è
(3.67):

∂lj
1

N j −2ilj
1

N j= −

√
2

∂2
kSj

sgn(<(kj))f(−k̄j); (3.68)
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∂lj
2

N j −2ilj
2

N j= sgn(<(kj))

[( 16

(∂2
kSj)

2
f(−k̄j)−

2

∂2
kSj

f10(−k̄j)
)
lj−

− 2l̄j
|∂2
kSj|

f01(−k̄j)

]
; (3.69)

∂l̄j
1

M j= −sgn(<(kj))f(kj)
1

N j

√
2

∂2
k̄
Sj
. (3.70)

Ïîñòðîèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.68)�(3.70). Âî âíåøíåì ðàçëîæåíèè
ôóíêöèè ν íåò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà t−1/2, ïîýòîìó êðàåâîå óñëîâèå äëÿ 1

N1

(lj, ξ, η) èìååò âèä:
1

N j (lj, ξ, η)||lj |→∞ = 0.

Òîãäà ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ 1

N j (lj, x, y) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
1

N j (lj, ξ, η) = sgn(<(kj))

√
2f(−k̄j)√
∂2
kSj

exp(i(l2j + l̄2j ))

2iπ
×

×
∫ ∫

C

dn ∧ dn̄
lj − n

exp(−i(n2 + n̄2)); (3.71)

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ 2

N j (lj, ξ, η) èìååò âèä:
2

N j
s(lj, ξ, η) = sgn(<(kj))

[
8f(−k̄j)
(∂2
kSj)

2
− f10(−k̄j)

∂2
kSj

−

2f01(−k̄j)
|∂2
kSj|

exp(i(l2j + l̄2j ))−

− l̄j
2f01(−k̄j)
|∂2
kSj|

exp(i(l2j + l̄2j ))

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

exp(−i(n2 + n̄2))

]
. (3.72)

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ 1

M j (lj, ξ, η) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷åòû-
ðåõêðàòíûé èíòåãðàë:

1

M j
s =

−2f(kj)f(−k̄j)
|∂2
k̄
Sj|

J, (3.73)

ãäå
J =

1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×
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×
∫ ∫

C

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2)).

Â ãëàâå 7 ïîêàçàíî, êàê ýòîò ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë ìîæíî ñâåñòè
ê äâîéíîìó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

J = l̄j
exp(i(l2j + l̄2j ))

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

exp(−i(n2 + n̄2)) − exp(i(l2j + l̄2j )).

Ñóùåñòâóåò îáëàñòü çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà k, â êîòîðîé
ïðèãîäíû êàê âíåøíåå, òàê è âíóòðåííåå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.53). Â ýòîé îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äîëæ-
íû ñîâïàäàòü ñ òî÷íîñòüþ o(t−1). Â îáëàñòè t1/2|k − kj| � 1 è |k − kj| ≤
t−1/4 ïðèãîäíû êàê âíåøíåå, òàê è âíóòðåííåå ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ ñîãëàñî-
âàíèÿ ýòèõ ðàçëîæåíèé íåîáõîäèìû àñèìïòîòèêè âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ
ïðè k → kj è âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ ïðè |lj| → ∞.

Ïðèâåäåì àñèìïòîòèêè ôóíêöèé 1

N j è
2

N j
s ïðè |lj| → ∞:

1

N j ||lj |→∞ = − sgn(<(kj))

√
2

∂2
kSj

f(−k̄j)

(
1

2ilj
+

exp(i(l2j + l̄2j ))

l̄j
+

+O(|lj|−3)
)
.

2

N j (lj, ξ, η)||lj |→∞ = sgn(<(kj))

[(
8if(−k̄j)
(∂2
kSj)

2
− if10(−k̄j)

∂2
kSj

)
+
l̄j

2ilj

−2f01(−k̄j)
|∂2
k̄
Sj|

+ O(|lj|−1)

]
.

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ν̃ â îáëàñòè t1/3|k−kj| � 1 è |k−kj| = o(1)

îçíà÷àåò, ÷òî:(
t−1/2

1

N j (lj, ξ, η) + t−1
2

N j (lj, ξ, η)

)
exp(−itS)−

−t−1
(

1
ν1 (k, ξ, η) exp(−itS)+

1
ν0 (k, ξ, η)

)
= o(t−1).

Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé, ïåðåïèñàííûõ â òåðìè-
íàõ âíåøíåé ïåðåìåííîé k ïðè k → k1,2 è âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ 1

ν0 è 2

N j:
1
ν0 (k, x, y) =

1

ν ′0(k̄) + 2f(−k̄1) exp(itS1)

|∂2
kS1|(k−k1)

+

+ −2f(−k̄2) exp(itS2)

|∂2
kS2|(k−k2)

, (3.74)
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ãäå ôóíêöèÿ 1
ν0
′(k̄) îïðåäåëåíà â (3.62);
2

N j=
2

N j
s +

1

ν ′0(kj) exp(i(l2j + l̄2j )) exp(itSj) +

+
2sgn(<(km))f(−k̄m) exp(itSm)

|∂2
kSm|(kj − km)

exp(i(l2j + l̄2j )), (3.75)

ãäå m 6= j, ôóíêöèÿ 2

N j
s îïðåäåëåíà â (3.72).

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ 1

M j (lj, ξ, η). Àñèìïòîòèêà (3.73) ïðè |lj| → ∞
èìååò âèä:

1

M j
s||lj |→∞ =

l̄j
lj

√
∂2
kSj
∂2
k̄
Sj

i

12π

f(−k̄j)f(kj)

∂2
kS

.

Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó 1
µ0 ïðè k → kj:

1
µ0 |k→kj

=
(k − kj)

k − kj

f(−k̄j)f(kj)

12i(kj − kn)
− f(kj)f(−k̄j)

12i(kj − kn)
+

+
1

2iπ

∫ ∫
C
dp ∧ dp̄f(−p̄)f(p)− f(kj)f(−k̄j)

12i(p− kj)2(p− kn)
,

çäåñü n ∈ 1, 2, n 6= j.
Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ µ̃ â îáëàñòè t−1/3|k − kj| � 1 è |k − kj| =

o(t−1/4) èìååò âèä:

(1 + t−1
1
µ0 (k, ξ, η))− (1 + t−1

1

M j (lj, ξ, η)) = o(t−1).

Èç ýòîãî óñëîâèÿ îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ 1

M j (lj, ξ, η):
1

M j (lj, ξ, η) =
1

M j
s(lj, ξ, η) + Cj(ξ, η). (3.76)

Çäåñü ôóíêöèÿ 1

M j
s(lj, ξ, η) îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (3.73), Cj(ξ, η) èìååò

âèä:
Cj(ξ, η) = − f(kj)f(−k̄j)

12i(kj − kn)
+

+
1

2iπ

∫ ∫
C
dp ∧ dp̄f(−p̄)f(p)− f(kj)f(−k̄j)

12i(p− kj)2(p− kn)
, (3.77)

ãäå n ∈ 1, 2, n 6= j.



Ãëàâà 3. Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé D̄-çàäà÷è 101

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè íåâû-
ðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïðè |12ξ + η2| ≥ t−1/4.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîñòðîåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè

ïî k: â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî
ïàðàìåòðà k íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ âíåøíèì èëè îäíèì èç âíóòðåííèõ
ðàçëîæåíèé. Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé
ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé [29] ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:(

µ̂

ν̂

)
=

(
µ̃

ν̃

)
+

(
M̃1

Ñ1

)
+

(
M̃2

Ñ2

)
−

−A1,k

(
M̃1

Ñ1

)
− A1,k

(
M̃2

Ñ2

)
. (3.78)

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà An,k íà ôóíêöèþ M̃ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [29]. Âîçüìåì ôîðìóëó äëÿ M̃(lj, ξ, η, t), çàìåíèì â íåé
çàâèñèìîñòü îò lj çàâèñèìîñòüþ îò k, èñõîäÿ èç ôîðìóëû (3.64). Çàòåì
âûïèøåì ñóììó âñåõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî t ñî ñòå-
ïåíÿìè −m, ãäå 0 ≤ m ≤ n. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèé M̃(l1, ξ, η, t) è
Ñ(l1, ξ, η, t) ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì:

A1,k(M̃1) = 1 + t−1

√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3

f(−k̄1)f(k1)

2|∂2
kS1|

;

A1,k(Ñ1) = t−1

[
f(−k̄1)

2iθ
√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3

−

− f(−k̄1) exp(−it(S − S1))

|θ|
√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3

+

+
1

ν ′0 −
f01(−k̄1)

|θ|

√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3√
θ(k − k1)2 + 4(k − k1)3

]
.

Åñëè ïîäñòàâèòü (3.78) â (3.53) è ïîñ÷èòàòü íåâÿçêó, ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 12. Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.53) ïî

mod
(
o
(
(t|θ|)−1

))
ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîå ïðè k ∈ C è θ2t � 1 èìååò âèä

(3.78).

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ëåæàò íà ëèíèè ðàçðûâà

Åñëè <(θ) = 0, òîãäà ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôàçîâîé ôóíêöèè S ëåæàò íà
ëèíèè ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà â óðàâíåíèè (3.53). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðî-
åíèå ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.53) îòëè÷íî îò ïîñòðî-
åííîãî âûøå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñîñòàâíîì ðåøåíèè äàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
Ëåììà 10. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.53) íå èìååò îäíîðîäíûõ ðå-

øåíèé, F (k) ∈ C2 ∩ L1 ïðè <(k) 6= 0 è óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ξ è η

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó −t2/3(12ξ + η2) � 1, òîãäà:

ïðè
√
t|θ||k − k1,2| � 1 ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî

mod(o(t−2|∂kS|−3)) ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

µ̃ = 1 + t−1 1
α (k, ξ, η),

ν̃ = (t−1
1

β1 (k, ξ, η) + t−2
2

β1 (k, ξ, η)) exp(−itS) + t−1
1

β0 (k, ξ, η);

ôóíêöèè
1
α,

1

β1,
2

β1,
1

β0 îïðåäåëåíû â (3.81), (3.82), (3.85), (3.91);

ïðè |θ| |k − kj| � 1 ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(o(t−1|θ|−1))

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

Ỹ = 1 + t−1
1

Y (lj, ξ, η),

Z̃ =
(
t−1/2

1

Z (lj, ξ, η) + t−1
2

Z (lj, ξ, η)
)
exp(−itS),

ãäå ôóíêöèè
1

Y (lj, ξ, η),
1

Z (lj, ξ, η),
2

Z (lj, ξ, η) îïðåäåëåíû â (3.93), (3.92).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè. Âíåøíåå ðàç-
ëîæåíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 3.3.3. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S ëåæàò íà ëèíèè ðàçðûâà. Ýòî ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì â ôîðìóëàõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè-
êè. Áóäåì èñêàòü âíåøíåå ðàçëîæåíèå â âèäå îòðåçêà àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t:

µex = 1 + t−1 1
α (k, ξ, η) + t−2 2

α1 (t, ξ, η) exp(itS), (3.79)
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νex = t−1(
1

β (k, ξ, η) exp(−itS)+
1

β0 (k, ξ, η)) + t−2
2

β exp(−itS). (3.80)
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.79), (3.80) â ñèñòåìó (3.53) ïðèðàâíÿåì êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t è ïðè îñöèëëèðóþùèõ è
íåîñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.79) è (3.80) ïîëó÷àþòñÿ òå æå óðàâíåíèÿ, ÷òî è
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.55), (3.56). Âûïèøåì ÿâíûå ôîðìó-
ëû:

1
α=

−1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
k − n

f(−n̄)f(n)

i∂nS(n, ξ, η)
, (3.81)

1

β1=
sgn(<(k))f(−k̄)

i∂kS
. (3.82)

Ôóíêöèÿ 1

β1 ðàçðûâíà íà ìíèìîé îñè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (3.80) ïðè t−1 áûë íåïðåðûâíûì äîáàâèì
àíàëèòè÷åñêóþ ïî k ôóíêöèþ, èìåþùóþ òàêîé ñêà÷îê, íà ìíèìîé îñè
ïðè åå ïåðåõîäå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè:

1

β0
′ =

1

πi∂k̄S

∫ i∞

−i∞

dnf(n)∂n̄S

(k̄ − n)∂nS
=

1

πi∂k̄S

∫ i∞

−i∞

dnf(n)

k̄ − n
. (3.83)

Â îòëè÷èå îò 1

ν ′0 ýòà ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòè íà ëèíèè ðàçðûâà.
Ôîðìóëû äëÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.79), (3.80)

èìåþò âèä:
2
α1=

sgn(<(k))f(k)
1

β0 (k, ξ, η)

i∂k̄S
, (3.84)

2

β=
−1

i∂kS

(
− sgn(<(k)f(−k̄) 1

α −∂k
1

β1

)
. (3.85)

Çäåñü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 1

β0 åùå íå îïðåäåëåíà. Îíà áóäåò íàéäåíà
ïîñëå ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàçëîæåíèé.

Âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè kj çàâèñèò îò ðàñòÿíóòîé
ïåðåìåííîé lj. Àñèìïòîòèêè ôóíêöèé µ è ν èìåþò òó æå ñòðóêòóðó ïî
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t, îäíàêî, óðàâíåíèÿ äëÿ 1

Zj,
2

Zj è
1

Y j èìåþò ðàçðûâíûå ïðàâûå ÷àñòè.

∂lj
1

Zj −2ilj
1

Zj=

√
2

∂2
kSj

f(−k̄j)sgn(<(l̄ exp(iπ/4))); (3.86)

∂lj
2

Zj −2ilj
2

Zj= sgn(<[l̄ exp(iπ/4)])×

×
( 16

(∂2
kSj)

2
f00(−k̄j) +

2lj
∂2
kSj

f
(1)
01 (−k̄j) +

2il̄j
|∂2
kSj|

f
(1)
10 (−k̄j)

)
+

+
2lj
∂2
kSj

f
(2)
01 (−k̄j) +

2il̄j
|∂2
kSj|

f
(2)
10 (−k̄j). (3.87)

∂l̄j
1

Y j= sgn(<(l exp(−iπ/4)))f(kj)
1

Zj

√
2

∂2
k̄
Sj
. (3.88)

Íåïðåðûâíûå íà ëèíèè ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé (3.86), (3.87) è (3.88) ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè-
Ðèìàíà. Ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.86) è (3.87) îò-
ëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ â ï.3.3.3 íàëè÷èåì ôóíêöèè sgn ïîä çíàêîì
äâîéíîãî èíòåãðàëà:

1

Zj
s = J [

1

Hj](lj),
2

Zj
s = J [

2

Hj](lj), (3.89)

ãäå 1

Hj è 2

Hj � ïðàâûå ÷àñòè â óðàâíåíèÿõ (3.86), (3.87). Îïåðàòîð J
èìååò âèä:

J [h](lj) =
exp(i(l2j + l̄2j ))

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

h(n) exp(−i(n2 + n̄2)).

Â âûðàæåíèè äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.88) êðîìå äâîéíîãî
èíòåãðàëà êàê â (3.73) èìååòñÿ ñëàãàåìîå, îïðåäåëÿþùååñÿ èíòåãðàëîì
ïî ëèíèè ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ 1

Y j
s èìååò âèä:

1

Y j
s =

2f(kj)f(−k̄j)
|∂2
k̄
Sj|

(
J − 2J+− − 2J−+

)
, (3.90)

ãäå:
J∓± =

∫ ∫
Ω∓

dm ∧ dm̄
l −m

exp(i(m2 + m̄2))

2iπ
×

×
∫ ∫

Ω±

dn ∧ dn̄
n−m

exp(−i(n2 + n̄2)).
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Çäåñü Ω± = {±<[l exp(−iπ/4) > 0}. Çàìåòèì, ÷òî J−+(l) = J+−(−l). Â
ãëàâå 7 ïîêàçàíî, êàê èíòåãðàë J−+ ñâîäèòñÿ ê äâóêðàòíîìó. Ïðèâåäåì
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

J−+ = −3

4
iπ + il

∫ ∫
Ω+

dm ∧ dm̄
il − m̄

exp(−i(m2 + m̄2)), ïðè l ∈ Ω+;

J−+ = l̄ exp(i(l2 + l̄2))

∫ ∫
Ω+

dm ∧ dm̄
il − m̄

exp(−i(m2 + m̄2))−

−1

4
iπ − 1

2
iπ exp(i(l2 + l̄2)), ïðè l ∈ Ω−;

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 1

Y j
s âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóììó äâîéíûõ èíòå-

ãðàëîâ.
Ïåðåéäåì ê ñîãëàñîâàíèþ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû àñèìïòîòèêè ïî l ïðè |l| → ∞ ÷àñò-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.86),(3.87). Àñèìïòîòèêè äâóêðàòíûõ èíòåãðà-
ëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ôîðìóëàõ äëÿ ýòèõ ðåøåíèé âû÷èñëåíû â ðàçäåëå
7.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü èìè ïîëó÷èì:

1

Zj
s||l|→∞ = sgn[<[−l̄j exp(iπ/4)]

]
f(−k̄j)

√
2

∂2
kSj

(
−1

2ilj
+

+
exp(−i(l2j + l̄2j ))

2l̄j
+O(|lj|−2)

)
;

2

Zj
s||lj |→∞ = sgn[<[−l̄j exp(iπ/4)]

]
×

×
[(

−l̄j
2ilj

− 1

2
exp(i(l2j + l̄2j ))

)
2if

(1)
10

|∂2
kSj|2

+

+

(
1

4
− 1

4
exp(i(l2j + l̄2j ))

)
2f

(1)
01

]
+

+
2if

(2)
10

|∂2
kSj|

(
l̄j
−2il

+
1

2
exp(i(l2j + l̄2j ))

)
+ if

(2)
01 +O(|lj|−1).
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Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè 1

β0
′′:

1

β0
′′|k→kj

=
1

12i(k − kj)(kj − km)

[
f(kj)sgn[<(−k̄)] +

+
1

πi

∫ ∞

−∞
dn
f(in)− f(kj)

n− ikj

]
+

−1

12i(kj − km)2

[
f(kj)sgn[<(−k̄)] +

+
1

πi

∫ ∞

−∞
dn
f(in)− f(kj)

n− ikj

]
+

1

12i(kj − km)

[
f

(1)
01 (kj) +

+f
(2)
01 (kj)sgn[=(ik)] + f

(1)
10 (kj) + f

(2)
10 (kj)sgn[=(ik)] +

+
1

πi

∫ ∞

−∞
dn
f(in)− f(kj)− (in− ikj)f

(2)
01 (kj)− (in− ikj)f

(2)
10 (kj)

(n− ikj)2

]
+o(1).

Èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòèê âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ νex è âíó-
òðåííåãî ðàçëîæåíèÿ νin îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ:

1

β0=
1

β′0 −
C1

1

12i(k − k1)(k1 − k2)
− C1

2

12i(k − k2)(k2 − k1)
, (3.91)

ãäå 1

β0
′ îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (3.83),

C1
j =

1

πi

∫ ∞

−∞
dn
f(−n)− f(−kj)

n− ikj
, j = 1, 2;

1

Zj=
1

Zj
s

2

Zj=
2

Z
s
j − exp(−i(l2j + l̄2j ))C

2
j , (3.92)

ãäå ôóíêöèè 1

Zj
s è 2

Zj
s îïðåäåëåíû â (3.89),

C1
j =

i

∂2
kSj

f
(2)
10 (−k̄j) −

− 1

πi

∫ ∞

−∞
dn
f(n)− f(−k̄j)− f

(2)
01 (−k̄j)(n− ikj)− (n− ikj)f

(2)
10 (kj)

(n− ikj)2
.

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè 1

Y j
s:

1

Y j
s =

(
− iπ +

il̄j
12πlj

)
f(−k̄j)f(kj)

|∂2
kSj|

.
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Òîãäà óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòèê âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàçëî-
æåíèé äëÿ µex è µin äàåò:

1

Y j=
1

Y
s
j + Cj(ξ, η) + iπ

f(−k̄j)f(kj)

|∂2
kSj|

, (3.93)

ãäå 1

Y j
s îïðåäåëåíà â (3.90), ôóíêöèÿ Cj(ξ, η) îïðåäåëåíà â ôîðìóëå

(3.77).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîñòðîåííûå âíóòðåííåå è âíåøíåå ðàçëîæåíèÿ íåðàâíîìåðíû ïî ïà-

ðàìåòðàì k, ξ, η. Ðàâíîìåðíîå ïî k ðàçëîæåíèå ïðè (12ξ + η2)t1/3 � 1

ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå(
µ̂

ν̂

)
=

(
µ̃

ν̃

)
+

(
Ỹ1

Z̃1

)
+

(
Ỹ2

Z̃2

)
− A1,k

(
Ỹ1

Z̃1

)
− A1,k

(
Ỹ2

Z̃2

)
.

(3.94)
Îïåðàòîð An,k îïðåäåëåí âûøå. Ïîäñòàâèì (3.94) â (3.53) è ïîñ÷èòàåì
íåâÿçêó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
Òåîðåìà 13. Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.53) ïî

mod
(
o
(
(t|θ|)−1

))
ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîå ïðè k ∈ C è −θ2t2/3 � 1 èìååò

âèä (3.94).

3.3.4 Àñèìïòîòèêà â îêðåñòíîñòè âûðîæäåííîé ñòà-

öèîíàðíîé òî÷êè

Ñèñòåìà óðàâíåíèé â çàäà÷å (3.53) çàâèñèò îò äâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ ξ è η. Íà ïàðàáîëå 12ξ + η2 = 0 ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ñòàöèî-
íàðíûõ òî÷åê: k1 = k2 = k0 = iη. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àñèìïòîòèêè,
ïîñòðîåííûå â ï.3.3.3 íåïðèãîäíû, êîãäà ïàðàìåòð θ =

√
η2 + 12ξ áëèçîê

ê íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòèêà ïðè k → k0 êîýôôèöèåíòà 1
µ âíåøíåãî

ðàçëîæåíèÿ ïðè θ → 0 èìååò ðàçðûâíûé õàðàêòåð:[
1
µ |k→k0

]
|θ→0 =

=

(
|k − k0|

12i((k − k0)2 − θ2)
− θ̄

θ

k − k0

12i((k − k0)2 − θ2)

)
f(−k̄0)f(k0) + o(1).
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Ýòî ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèåì íà òî, ÷òî çäåñü íåîáõîäèìî ðàñòÿãèâàòü ïàðà-
ìåòð θ. Ðàñòÿíóòûé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé:

v = t1/3
θ√
12
.

Åñëè âíåøíåå ðàçëîæåíèå, ïîñòðîåííîå â ï. 3.3.3, âáëèçè θ = 0 ñòà-
íîâèòñÿ ðàçðûâíûì, òî âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå èç ï. 3.3.3 â òî÷êå θ = 0

èìååò îñîáåííîñòü è òåðÿåò ñâîé àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîýòîìó
çäåñü èçìåíÿåòñÿ è õàðàêòåðíàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ âíóòðåííåé àñèìïòîòè-
êè:

p = t1/3(k − k0). (3.95)
Â ñëó÷àå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà θ áëèçêèõ ê íóëþ ñëåäóåò
ñòðîèòü çàíîâî âíåøíåå è âíóòðåííåå ðàçëîæåíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî ñîñòàâíîå ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (3.53) ïî mod(o(t−1)) ïðè |θ| � 1 è ðàâíîìåðíîå ïî k ∈ C.
Ðåçóëüòàò î ñîñòàâíîì ðåøåíèè ñôîðìóëèðîâàí â êîíöå ðàçäåëà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâíîãî ðåøåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ âíåøíåå è âíóòðåí-
íåå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèãîäíûå âíå ìàëîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè k0 è â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ñôîðìóëèðóåì ðå-
çóëüòàò î âíåøíåì è âíóòðåííåì ðàçëîæåíèÿõ.
Ëåììà 11. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.53) íå èìååò îäíîðîäíûõ ðå-

øåíèé, F (k) ∈ C2 ∩ L1 è ïàðàìåòðû ξ è η óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|12ξ + η2| � 1 òîãäà:

ïðè |k − k0|t1/3 � 1 ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(o(t−2/3/|k −
k0|) + o(t−1)) ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

µ̃ = 1 + t−1 1
m (k, ξ, η),

ν̃ = t−2/3 1
n0 +t−1

( 1
n1 exp(itS)+

2
n0

)
ôóíêöèÿ

1
m îïðåäåëåíà â (3.122), ôóíêöèè

1
n0 è

2
n2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëàìè (3.118) è (3.119), ôóíêöèÿ
1
n1 � ôîðìóëîé (3.110);

ïðè |k−k0| � 1 àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(o(t−2/3|k−k0|+o(t−1)) ðåøåíèå

ñèñòåìû (3.53) èìååò âèä:

µ̃ = 1 + t−2/3
1

M +t−1
2

M,
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ν̃ = (t−1/3
1

N +t−2/3
2

N +t−1
3

N ) exp(−itS);

ôóíêöèè
j

M, j = 1, 2 è
j

N , j = 1, 2, 3 îïðåäåëåíû â (3.121), è (3.120).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì èñêàòü âíóòðåííå ôîðìàëüíîå àñèì-
ïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.53) â âèäå îòðåçêà àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà:

Min = 1 + t−2/3
1

M +t−1
2

M, (3.96)
N in = (t−1/3

1

N +t−2/3
2

N +t−1
3

N ) exp(−itS). (3.97)
Â ñèñòåìå (3.53) ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé k ê ïåðåìåííîé p. Ôàçîâàÿ

ôóíêöèÿ ýêñïîíåíòû ñâÿçàíà ñ ïåðåìåííîé p ôîðìóëîé:

tS ≡ ω(p) ≡ 4(p3 + p̄3)− v2(p+ p̄),

ãäå v = t1/3θ/
√

12. Ïîäñòàâèì (3.96) è (3.97) â ñèñòåìó (3.53), ïðèðàâíÿ-
åì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé
(3.96) è (3.97).

∂p
1

N −i(12p2 − v2)
1

N= sgn[<(−p̄)]f(−k̄0), (3.98)
∂p

2

N −i(12p2 − v2)
2

N= −sgn[−<(p̄)]
(
f

(1)
01 (−k̄0)p̄+

+f
(1)
10 (−k̄)p

)
− f

(2)
01 (−k̄0)p̄− f

(2)
10 (−k̄0)p. (3.99)

∂p̄
1

M= sgn[−<(p̄)]f(k0)
1

N , (3.100)
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∂p
3

N −i(12p2 − v2)
3

N= (3.101)
= −1

2

[
sgn[−<(−p̄)

]
f

(1)
20 (−k̄0) + f

(2)
20 (−k̄0)

]
p2 −

−1

2

[
sgn[−<(−p̄)

]
f

(1)
02 (−k̄0) + f

(2)
02 (−k̄0)

]
p̄2 −

−
[
sgn[−<(p̄)

]
f

(1)
11 (−k̄0) + f

(2)
11 (−k̄0)

]
|p|2 −

−sgn[−<(−p̄)
]
f(−k̄0)

1

M . (3.102)
∂p̄

2

M= sgn[<(p)
]
f(k0)

2

N + (3.103)
+

[
sgn[−<(p̄)

]
f

(1)
10 (k0) + f

(2)
10 (k0)

]
1

N p+

+

[
sgn[−<(k)]f

(1)
01 (k0) + f

(2)
01 (k0)

]
1

N p̄. (3.104)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |p|t−1/3 � 1. Ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ (3.97) ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ê ïðàâîé ÷àñòè g(p) ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà:

P [g] =
exp(iω(p))

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
p− r

exp(−iω(r)) g(r). (3.105)

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.98) è (3.99)
� ôóíêöèè 1

Ns è 2

Ns � ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç äâóêðàòíûå èíòåãðàëû.
Îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-

ëîæåíèÿ (3.96) ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè-Ãðèíà.
Ôîðìóëà äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.100) èìååò âèä:

1

Ms(p, ξ, η) = f(k0)f(−k̄0)
(
J1(p, v

2)− 2J−+
1 − 2J+−

1

)
. (3.106)

Çäåñü

J1 =
1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
n− r

exp(−iω(r)).

è
J∓±1 =

1

2iπ

∫ ∫
Ω∓

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))

2iπ

∫ ∫
Ω±

dr ∧ dr̄
n− r

exp(−iω(r)).
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Â ÷àñòè 7 èíòåãðàëû J1 è J−+
1 ñâåäåíû ê äâîéíûì èíòåãðàëàì. Àíà-

ëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñóììó äâîéíûõ èíòåãðàëîâ è J+−
1 .

Ïîýòîìó 1

Ms òîæå ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äâóêðàòíûå èíòåãðàëû.
Ýòî âûðàæåíèå î÷åíü ãðîìîçäêî è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ìû èì âîñïîëü-
çóåìñÿ íèæå ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè 1

Ms ïðè |p| → ∞.
Îãðàíè÷åííîå ïðè p ∈ C ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.104) ìîæíî

ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íî. Äëÿ 2

M ïðèâåäåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 12. Íåïðåðûâíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ

2

M ñóùåñòâó-

åò è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè p ∈ C.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ 2

M ïîëó-
÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà

∂−1
p̄

[
g
]

=
2

Ms ≡ 1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− n

g(n) (3.107)

ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî èíòåãðàëû
íåïðåðûâíû â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî ïàðàìåò-
ðó p. Îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðó p ïðè
p ∈ C ìîæíî ïîêàçàòü, èñõîäÿ èç àñèìïòîòèê ïðè |p| → ∞ ñëàãàåìûõ èç
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ 2

M.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ. Áóäåì èñêàòü åãî â

âèäå:
m = 1 + t−1 1

m0 (k, v) + t−5/3(
2
m1 exp(itS)+

2
m0) + . . . ; (3.108)

n = (t−1 1
n1 (k, v) + t−5/3 2

n1 (k, v) + t−2 3
n1 . . . ) exp(itS)

+t−2/3 1
n0 (k, v) + t−1 2

n0 (k, v) + . . . . (3.109)
Ïîäñòàâèì (3.108) è (3.109) â (3.53). Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê â ï.3.3.3

ïîëó÷èì:
1
n1= sgn[<(−k̄)

] f(−k̄)
12i(k − k0)2

;
2
n1= −sgn[<(−k̄)

] v2f(−k̄)
144i(k − k0)4

; (3.110)

∂k̄
1
m=

f(k)f(−k̄)
12i(k − k0)2

; (3.111)
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∂k
1
n0 (k, ξ, η) = 0; ∂k

2
n0 (k, ξ, η) = 0; (3.112)

∂k̄
2
m0=

f(k)f(−k̄)v2

144i(k − k0)4
;

2
m1 (k, ξ, η) = sgn[<(−k̄)

]
f(k)

1
n0 (k, ξ, η)

12ī(k − k))2
;

(3.113)
3
n1 (k, ξ, η) =

1

12i(k − k0)2

(
sgn[<(−k̄)

]
f(−k̄) 1

m0

+
2f(−k̄)

12i(k − k0)3
sgn[<(−k̄)]− f

(1)
10 (−k̄)sgn[<(−k̄)] + f

(2)
10 (−k̄)

12i(k − k0)2

)
. (3.114)

Ôîðìóëû (3.110) è (3.114) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò 1
n1, 2

n1 è 3
n1. Èç ôîð-

ìóë (3.112) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè 1
n0

2
n0 àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò ïåðå-

ìåííîé k̄. ßâíûé âèä ýòîé çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç äâóõ óñëîâèé.
Âî-ïåðâûõ, � èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè àñèìïòîòèêè, âî-âòîðûõ, � èç
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè ïî k êîýôôèöèåíòà àñèì-
ïòîòèêè (3.109) ïðè t−1 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â 2

n0 ñîäåðæàëîñü ñëàãàåìîå:
2
n0
′ =

1

πi

1

12i(k − k0)
2

∫ i∞

−i∞

dλ

k − λ
f(−l̄). (3.115)

Èç ôîðìóë (3.113) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò àñèìïòîòèêè (3.108) ïðè
t−5/3 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ 1

n0, ò.å. ïîñëå ñîãëàñîâàíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèé ïðè t−2/3.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå çàäà÷ó äëÿ 1
m. Â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèþ (3.111)

ôóíêöèÿ 1
m äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó óñëîâèþ:

1
m0 ||k|→∞ = 0.

Âíåøíåå ðåøåíèå ïðèãîäíî âíå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê kj, j =

0, 1, 2. Ïîýòîìó óáûâàþùåå ïðè |k| → ∞, âñþäó ãëàäêîå, îãðàíè÷åííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.111):

1
m0

s(k, θ) =
1

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
k − r

f(−r̄)f(r)− f(−k̄0)f(k0)

12i(r − k0)2
+

+
(k − k0)f(k0)f(−k̄0)

12i(k − k0)2
(3.116)
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îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé k, èìå-
þùåé îñîáåííîñòü ïðè t1/3|k − k0| � 1. Ïîëíîñòüþ 1

m0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
ñîãëàñîâàíèè âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàçëîæåíèé.

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòè âûðî-
æäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè k0 íåîáõîäèìû àñèìïòîòèêè ÷àñòíûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé (3.98)-(3.102) ïðè |p| → ∞. Ïîñòðîåíèå ýòèõ àñèìïòî-
òèê ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèê êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñî ñëàáîé
îñîáåííîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â
ãëàâå 7. Îñíîâûâàÿñü íà íèõ, ïðèâåäåì àñèìïòîòèêè ÷àñòíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé (3.98)-(3.102) ïðè |p| → ∞.

1

N s(p, ξ, η) =
1

p̄
exp(iω(p))f(−k̄0)

[
φ+

00(v
2)− φ−00(v

2)
]
+

+
1

p̄2
exp(iω(p))f(−k̄)

[
φ+

01(v
2)− φ−01(v

2)
]
+

+
1

12i
f(−k̄0)sgn

[
<(−p̄)

]( 1

p2
− exp(iω(p))

p̄2

)
+ O(|v2||p|−3).

2

N s(p, ξ, η) =

[
exp(iω(p))

p̄

(
φ+

10(v
2)− φ−10(v

2)
)

+

+

(
1

p
− exp(iω(p))

p̄

)sgn[<(−p̄)]
12i

]
f

(1)
10 (−k̄0) +

+

[
1

p̄
exp(iω(p))φ10(v

2) +
1

12ip

]
f

(2)
10 (−k̄0) +

+

[
exp(iω(p))

p̄

(
φ+

01(v
2)− φ−01(v

2)
)

+

+

(
p̄

p2
− exp(ω(p))

p̄

)sgn[<(−p̄)
]

12i

]
f

(1)
01 (−k̄0) +

+

[
1

p̄
exp(iω(p))φ01(v

2) +
p̄

12ip2

]
f

(2)
01 (−k̄0) +

+O(|p|−2) +O(|v|2|p|−2),

1

Ms(p, ξ, η) = −f(k0)f(−k̄0)

[
−p̄

12ip2
+

1

p

(
− 12iφ01(v

2)φ10(v2) +

+iv2φ00(v
2)φ00(v2)

)
− 2

p

[
iv2

(
φ+

00(v
2)ψ−00(v

2) + φ−00(v
2)ψ+

00(v
2)

)
+

+12i

(
φ+

01(v
2)ψ−01(v

2) + φ−01(v
2)ψ+

01(v
2)

)
− 1

2
ψ01

]]
+ O(|v|2|p|−2);
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2

Ms(p, ξ, η) = f(k0)f
(1)
10 (−k̄0)

p̄

12ip
+ f(k0)f

(2)
10 (−k̄0)

(
p̄

12ip
+

1

12i

)
×

×sgn[<(p)] + f(k0)f
(1)
01 (−k̄0)

p̄2

24ip2
+

+f(k0)f
(2)
01 (−k̄0)

(
p̄2

24ip2
− 1

24i

)
sgn[<(p)] + Φ(v2) +O(|v|2|p|−1),

3

N s(p, ξ, η) =
1

24i

[
sgn[<(−p̄)]

(
1− exp(iω(p))

)
f

(1)
20 (−k̄0)

]
+

+

[
sgn[<(−p̄)]

( p̄2

12ip2
− exp(iω(p))

24i

)
f

(1)
02 (−k̄0) +

p̄2

24ip2
f

(2)
02 (−k̄0)

]
+

+

[
sgn[<(−p̄)]

( p̄

12ip
+

exp(iω(p))

12i

)
f

(1)
11 (−k̄0) +

p̄

12ip
f

(2)
11 (−k̄0)

]
+

+f 2
0 (−k̄0)f(k0) exp(iω(p))Ψ(v2) + O(|v||p|−1).

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

φ±mn =

∫ ∫
∓<(r)>0

dr ∧ dr̄rmr̄n exp(iω(r)),

ψ±mn =

∫ ∫
∓<(r)>0

dr ∧ dr̄rmr̄n exp(−iω(r)),

φmn =

∫ ∫
C
dr ∧ dr̄rmr̄n exp(iω(r)),

ψmn =

∫ ∫
C
dr ∧ dr̄rmr̄n exp(−iω(r)), (3.117)

â ôîðìóëå äëÿ àñèìïòîòèêè ôóíêöèè 2

Ms ôóíêöèÿ Φ(v2)� ãëàäêàÿ, ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïðè v2 ∈ R; â ôîðìóëå äëÿ àñèìïòîòèêè 3

N ôóíê-
öèÿ Ψ(v2) � ãëàäêàÿ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïðè v2 ∈ R.

Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó êîýôôèöèåíòîâ âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ ïðè
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k → k0 è ∂2
kS = o(1).

1
n1 |k→k0 =

1

12i(k − k0)2
f(−k̄0)sgn[<(−k̄)] +

1

12i(k − k0)

[
f

(1)
10 (−k̄) +

+f
(1)
01 (−k̄0)

k − k0

k − k0

+

(
f

(2)
10 (−k̄0) + f

(2)
01 (−k̄0)

k − k0

k − k0

)
sgn[<(−k̄)]

]
+

+
1

2
f

(1)
20 (−k̄) + f

(1)
11 (−k̄0)

k − k0

k − k0

+
1

2
f

(1)
02

(k − k0)2

(k − k0)2
+

(
1

2
f

(2)
20 (−k̄0) +

+f
(2)
11 (−k̄0)

k − k0

k − k0

+
1

2
f

(2)
02 (−k̄0)

(k − k0)2

(k − k0)2

)
sgn[<(−k̄)] + o(1).

2
n0
′ =

1

12i(k − k0)2

1

2iπ

[
πif(−k̄0)sgn[<(−p̄)] + V.P.

∫ ∞

−∞

dλf(iλ)

λ− ik0

]
+

+
1

12i(k − k0)

1

πi

[
πif

(1)
01 (−k̄0) + πif

(1)
10 (−k̄0) +

(
πif10(2)(−k̄0) +

+πif
(2)
01 (−k̄0)

)sgn[<(−k̄0)] +

+V.P.

∫ ∞

−∞

dλf(iλ)

(λ− ik0)2

]
+

1

12i

[
πif

(1)
20 (−k̄0) +

+2πif
(1)
11 (−k̄0) + πif

(1)
02 (−k̄0) +

(
πif

(2)
20 (−k̄0) + 2πif

(2)
11 (−k̄0) +

+πif
(2)
02 (−k̄0)

)sgn[<(−k̄)] + V.P.

∫ ∞

−∞

dλf(iλ)

(λ− ik0)3

]
+ o(1).

1
ms =

(k − k0)

12i(k − k0)2
f(−k̄0)f(k0)−

k − k0

12i(k − k0)

[(
f

(1)
10 (−k̄0)sgn[<(−k̄)] +

+f
(2)
10 (−k̄0)

)
f(k0) + f(−k̄0)

(
f

(1)
10 (k0)sgn[<(k)] + f

(2)
10 (k0)

)]
−

− (k − k0)2

12i(k − k0)2

[
f(k0)

(
f

(1)
01 (−k̄0)sgn[<(−k̄)] + f

(2)
01 (−k̄0)

)
+

+f(−k̄0)
(
f

(1)
01 (k0)sgn[<(k)] + f

(2)
01 (k0)

)]
+ o(1).

Ïðîâåäåì ñîãëàñîâàíèå âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèé ôóíêöèè
ν̃. Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ν̃ â îáëàñòè t−1/3 � |k− k0| � 1 ïðè |θ| � 1

èìååò âèä: (
t−2/3 1

n0 +t−1 2
n0 +t−1 1

n1 exp(itS)
)
−
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−
(
t−1/3

1

N +t−2/3
2

N +t−1
3

N
)

= o(t−1).

Â ýòîé ôîðìóëå ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ
ïàðàìåòðà t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1
n0=

1

k − k0

f(−k̄0)[φ
+
00(v

2)− φ−00(v
2)], (3.118)

2
n0=

1

k − k0
2f(−k̄)[φ+

01(v
2)− φ−01(v

2)] +

+
1

k − k0

f
(1)
10 (−k̄0)[φ

+
10(v

2)− φ−10(v
2)] +

+
1

k − k0

f
(2)
10 (−k̄0)φ10(v

2) +

+
1

k − k0

f
(1)
01 (−k̄0)[φ

+
01(v

2)− φ−01(v
2)] +

+
1

k − k0

f
(2)
01 (−k̄0)φ01(v

2), (3.119)

ãäå φ, ψ, φ± è ψ± îïðåäåëåíû â (3.117);
1

N= P [g1],
2

N= P [g2],
3

N= P [g3]− f 2
0 (−k̄0)f(k0) exp(iω(p))Ψ(v2), (3.120)

ãäå gj� ïðàâûå ÷àñòè â óðàâíåíèÿõ äëÿ j

N , îïåðàòîð P [g] îïðåäåëåí ôîð-
ìóëîé (3.105), ôóíêöèÿ Ψ(v2) � ãëàäêàÿ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïî v2

ïðè v2 ∈ R.
Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ µ̃ â îáëàñòè t−1/3 � |k−k0| � 1 ïðè |θ| � 1

èìååò âèä: (
1 + t−1 1

m
)
−
(
1 + t−2/3

1

M +t−1
2

M
)

= o(t−1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
1

M=
1

Ms;
2

M=
2

Ms − Φ(v2), (3.121)

ãäå 1

Ms îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.106), ôóíêöèÿ 2

Ms îïðåäåëåíà ôîðìóëîé
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(3.107), ôóíêöèÿ Φ(v2) � ãëàäêàÿ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïðè v2 ∈ R.
1
m=

1
ms − 1

k − k0

(
− 12iφ01(v

2)φ10(v2) + iv2φ00(v
2)φ00(v2)

)
−

− 2

k − k0

[
iv2

(
φ+

00(v
2)ψ−00(v

2) + φ−00(v
2)ψ+

00(v
2)

)
+

+12i

(
φ+

01(v
2)ψ−01(v

2) + φ−01(v
2)ψ+

01(v
2)

)
− 1

2
ψ01

]
. (3.122)

Çäåñü 1
m s îïðåäåëåíà â (3.116), ôóíêöèè ψ±, φ±, φ è ψ � â ôîðìóëàõ

(3.117).
Âíóòðåííåå â îêðåñòíîñòè k0 è âíåøíåå ðàçëîæåíèÿ µ̃ è ν̃ ñîãëàñîâà-

íû. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîñòðîåííûå âíóòðåííåå è âíåøíåå ðàçëîæåíèÿ íåðàâíîìåðíû ïî ïà-

ðàìåòðó k. Òàê æå, êàê â ïóíêòå 3.1 ïîñòðîèì ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå,
ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîå ïðè k ∈ C. Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [29], ðàâíîìåðíî ïðèãîäíîå ðàçëîæåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:(

µ̂

ν̂

)
=

(
m̃

ñ

)
+

(
M̃1

Ñ1

)
− A1,k

(
M̃1

Ñ1

)
. (3.123)

Çäåñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà An,k íà M̃1 â ôîðìóëå
äëÿ M1 íàäî çàìåíèòü ïåðåìåííóþ p íà ïåðåìåííóþ k â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé (3.95) è âûïèñàòü âñå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî
t ñî ñòåïåíÿìè−m, ãäå 0 ≤ m ≤ n. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè M̃(p, ξ, η, t)
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ïîëó÷èì:

A1,k[M̃(p, ξ, η, t)] = 1 + t−1

(
− f(k0)f(−k̄0)

[
−k − k0

12i(k − k0)2
+

+
1

k − k0

(
− 12iφ01(v

2)φ10(v2) + iv2φ00(v
2)φ00(v2)

)
−

− 2

k − k0

[
iv2

(
φ+

00(v
2)ψ−00(v

2) + φ−00(v
2)ψ+

00(v
2)

)
+

+12i

(
φ+

01(v
2)ψ−01(v

2) + φ−01(v
2)ψ+

01(v
2)

)
− 1

2
ψ01

]]
+f(k0)f

(1)
10 (−k̄0)

k − k0

12i(k − k0)
+

+ f(k0)f
(2)
10 (−k̄0)

(
k − k0

12i(k − k0)
+

1

12i

)
×

×sgn[<(k)] + f(k0)f
(1)
01 (−k̄0)

k − k0
2

24i(k − k0)2
+

+f(k0)f
(2)
01 (−k̄0)

(
k − k0

2

24i(k − k0)2
− 1

24i

)
sgn[<(k)]

)
,

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ A1,k[Ñ ] áîëåå ãðîìîçäêî è ïîýòîìó çäåñü íå
ïðèâîäèòñÿ.
Òåîðåìà 14. Ôîðìóëà (3.123) äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(o(t−1))

ïðè t→∞ ðåøåíèå çàäà÷è (3.53), ðàâíîìåðíî ïî k ∈ C è |θ| � 1.

3.3.5 Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ D̄ � çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçàíî, ÷òî îñòàòîê àñèìïòîòèêè èìååò ïîðÿäîê t−4/3

ðàâíîìåðíî ïî k ∈ C è äèôôåðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó x. Îñòàòêîì
àñèìïòîòèêè çäåñü íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷è (3.53) è
àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì (3.78) ïðè θ2t−2/3 � 1, (3.94) ïðè −θ2t−2/3 �
1 è (3.123) ïðè |θ| � 1. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îñòàòêà àñèìïòîòèêè âàæ-
íà ïðè ïîñòðîåíèè âðåìåííîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2.
Òåîðåìà 15. Ïóñòü ∂αf(k, k̄) ∈ L1 ∩ C1 ïðè |α| ≤ 2 âíå ìíèìîé îñè

êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà k è

sup
z∈C

∣∣∣∣∫ ∫C

dk ∧ dk̄
|k − z|

|F (k)|
∣∣∣∣ < 2π,
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òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.53):(
µ

ν

)
=

(
µ̃

ν̃

)
+O(t4/3), (3.124)

ïðè k ∈ C, ξ, η ∈ R. Îñòàòîê àñèìïòîòèêè ðàâíîìåðíî äèôôåðåíöèðó-

åì ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ îñòàòêà. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì îñòàòîê â ôîðìóëå (3.128) ÷åðåç V .
Ïîäñòàâèì (3.128) â (3.53). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:(

∂k̄ 0

0 ∂k

)
V =

(
0 F (−k̄) exp(itS)

F (k) exp(−itS) 0

)
V + f, (3.125)

V ||k|→∞ = 0. (3.126)
Çäåñü f � íåâÿçêà â óðàâíåíèè (3.53) ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ñòîëáöà
(µ̃, ν̃)T :

f1 = −∂k̄µ̃ + F (−k̄) exp(itS)ν̃,

f2 = −∂kν̃ + F (k) exp(−itS)µ̃.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ïî k
âåêòîð-ôóíêöèé ñ íîðìîé:

||W || = sup
k∈C,(ξ,η)∈R2

|W1| + sup
k∈C,(ξ,η)∈R2

|W2|.

Îò çàäà÷è (3.125), (3.126) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ õ óðàâ-
íåíèé:

V = G[F ]V +H, (3.127)
ãäå G[F ] � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

G[F ]V =
1

2iπ

∫ ∫
m∈C

dm ∧ dm̄×

×

(
0 F (−m̄)

k−m exp(itS)
F (m)

k−m exp(−itS) 0

)
V (m, ξ, η, t);
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H =
1

2iπ

∫ ∫
m∈C

dm ∧ dm̄

(
f1(m,ξ,η,t)

k−m
f2(m,ξ,η,t)

k−m

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèé f1,2 ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî

||H|| = O(t−4/3),

ðàâíîìåðíî ïî ξ, η ∈ R è k ∈ C.
Îïåðàòîð G[F ] � ñæèìàþùèé â ïðîñòðàíñòâå X, ïîýòîìó ðåøåíèå

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.127) ñóùåñòâóåò â X è â X îöåíèâàåòñÿ âå-
ëè÷èíîé O(t−4/3) ðàâíîìåðíî ïî ξ, η ∈ R.

Ïîêàæåì, ÷òî îñòàòîê àñèìïòîòèêè äèôôåðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó
x = tξ. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îñòàòêà. Îáî-
çíà÷èì ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà V ïî x ÷åðåç χ. Òîãäà äëÿ χ ïîëó÷èì:

χ = G[F ]χ+ ∂xG[F ]V + ∂xH.

Íåîäíîðîäíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îöåíèâàþòñÿ
âåëè÷èíîé O(t−4/3) â ïðîñòðàíñòâå X, îïåðàòîð G[F ] � ñæèìàþùèé â X,
ïîýòîìó äëÿ χ ñïðàâåäëèâà îöåíêà: ||χ|| = O(t−4/3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3.6 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ-2

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.50) ïðè t→∞ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:(
φ

ψ

)
=

(
µ̃

ν̃

)
(k, k̄, ξ, η, t)+

(
−ν̃
µ̃

)
(−k̄,−k, ξ, η, t)+O(t−4/3). (3.128)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå � ðåøåíèå çàäà÷è (3.50) ñ êðàåâûì
óñëîâèåì: (

µ̃

ν̃

)∣∣∣∣∣
|k|→∞

=

(
0

1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ ψ â ôîðìó-
ëó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 (3.51). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîäûíòåã-
ðàëüíîå âûðàæåíèå ïî x. Ãëàâíûìè ïîä èíòåãðàëîì îêàçûâàþòñÿ ñëàãàå-
ìûå, ïîëó÷åííûå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ýêñïîíåíòû. Ïðîèçâîäíûå ïî
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x îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè èç-çà èõ ìåäëåííîé çà-
âèñèìîñòè îò x. Èíòåãðàëû ïî ïëîñêîñòè îò ýòèõ ñëàãàåìûõ îöåíèâàþòñÿ
âåëè÷èíîé O(t−4/3) ðàâíîìåðíî ïî (x, y) ∈ R. Ïåðåïèøåì ïîëó÷èâøèé-
ñÿ â ãëàâíîì ÷ëåíå èíòåãðàë, êàê èíòåãðàë ïî âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè:
(κ, λ) ∈ R2, ãäå κ = <(k), λ = =(k). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

u(x, y, t) = −4

∫ ∫
R2

dκdλ |κ|f(κ+ iλ)×

× exp(it(8κ3 − 24κλ2 + 2κξ + 4κλη)) + O(t−4/3). (3.129)

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-2 äàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ýêñ-
ïîíåíòîé. Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèêè ýòîãî èíòåãðàëà. Óñëî-
âèå íåâûðîæäåííîñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû: |η2 +

12ξ| 6= 0.
Ïóñòü η2 + 12ξ > 0 è t1/3|η2 + 12ξ| � 1, òîãäà ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

λ1,2 = η
12
±
√
η2 + 12ξ, κ1,2 = 0. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ äâîéíîãî

èíòåãðàëà [78] äàåò:
u(x, y, t) = o(t−1).

Ïóñòü η2 + 12ξ < 0 è t1/3|η2 + 12ξ| � 1, òîãäà λ1,2 = η/12, κ1,2 =

±1
2

√
−η2 − 12ξ. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà èìååò âèä:

u(x, y, t) = −4t−1 π

12i
√
−η2 − 12ξ

f0

(
1

2

√
−η2 − 12ξ +

iη

12

)
×

× exp

(
− 11it

√
−y

2

t2
− 12

x

t

)
+ c.c.+ o(t−1).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ïðè |12ξ + η2| = o(1) â
èíòåãðàëå (3.129) ïåðåéäåì ê ðàñòÿíóòûì ïåðåìåííûì p1 = t1/3<(k−k0),
p2 = t1/3=(k − k0) è ïàðàìåòðó v2 = t2/3(η2 + 12ξ)/

√
12. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì:

u(ξ, η, t) = 4it−1f(k0)

∫ ∫
R2
dp1dp2 p1 exp(i(8p3

1 − 2v2p1 − 24p1p
2
2)) +

+ o(t−1).
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Âîçüìåì âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó p2, âîñïîëüçóåìñÿ ÷åòíî-
ñòüþ ïîëó÷åííîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ïàðàìåòðó p1. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì:

u(x, y, t) = 8it−1
√
πf(iη/12)

(∫ ∞

0

dp1
√
p1 cos

(
8p1(p

2
1 − 8v2)

)
+

+

∫ ∞

0

dp1
√
p1 sin

(
8p1(p

2
1 − 8v2)

))
+ o(t−1).

Òåîðåìà 10 äîêàçàíà.



Ãëàâà 4

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è è

íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà

Òåðìèí íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà áûë ââåäåí Ñ.Â.Ìàíàêîâûì â ñâÿçè
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-1 [132]. Â ýòîì
ðàçäåëå ïðèâåäåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-1 ñ ïîìîùüþ ÌÎÇÐ.
Îí áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [106]. Îäíàêî, ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå â ðàì-
êàõ ïîäõîäà [106] íå ñîäåðæàëè óåäèíåííûõ âîëí. Ïîçäíåå â [95] áûëè
ïîñòðîåíû ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ ÄÑ-1. Àëãîðèòì
ÌÎÇÐ, âêëþ÷àþùèé òàêèå ðåøåíèÿ, áûë ïðåäëîæåí â [109]. Îí è áóäåò
êðàòêî èçëîæåí â ýòîì ðàçäåëå.

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, òàêæå è àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è � ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ãåëüôàíäà-
Ëåâèòàíà-Ìàð÷åíêî. Íàèáîëåå ïîëíî äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ äâóìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé Äèðàêà ýòîò ïîäõîä ðàçâèò â
ìîíîãðàôèè [61]. Òàì æå èññëåäîâàíû âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ
è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

123
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4.1 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-1

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ÄÑ-1 â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
ξ = x+ y, η = x− y:

i∂tQ+ (∂2
ξ + ∂2

η)Q+ (g1 + g2)Q = 0,

∂ξg1 = −σ
2
∂η|Q|2, ∂ηg2 = −σ

2
∂ξ|Q|2, σ = ±1.

(4.1)

Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

Q = A, ∂ηp = −g1 +
1

2
κ|A|2, ∂ξp = −g2 +

1

2
κ|A|2.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè Q(t, ξ, η)

è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ g1 è g2:

Q = Q0(ξ, η), g1|ξ→−∞ = u1(η), g2|η→−∞ = u2(ξ). (4.2)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ÄÑ-1 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè äëÿ äâóõ
ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé:(

∂ξ 0

0 ∂η

)
ψ = −1

2

(
0 q1

q2 0

)
ψ (4.3)

è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùåé çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè:

∂tψ = i
( 1 0

0 −1

)
(∂ξ − ∂η)

2ψ

+i
( 0 q1

q2 0

)
(∂ξ − ∂η)ψ +

( ig1 −i∂ηq1
i∂ξq2 −ig2

)
ψ, (4.4)

åñëè â ýòèõ ñèñòåìàõ ïðèíÿòü q1 = Q, q2 = −Q̄.

4.1.1 Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ óðàâíåíèÿìè ÄÑ-1, ñîñòîèò èç
äâóõ øàãîâ. Ïåðâûé øàã � ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè-
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÷åñêîé ñèñòåìû Äèðàêà (4.3), óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäà÷å Ãóðñà [109]:
ψ+

11|ξ→−∞ = exp(ikη), ψ+
12|ξ→−∞ = 0,

ψ+
21|η→∞ = 0, ψ+

22|η→−∞ = exp(−ikξ);
ψ−11|ξ→−∞ = exp(ikη), ψ−12|ξ→∞ = 0,

ψ−21|η→−∞ = 0, ψ−22|η→−∞ = exp(−ikξ). (4.5)
Èññëåäóåì ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåííûå â ýòîì ïóíê-

òå óòâåðæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû è ìîãóò áûòü äîêàçàíû äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî. Îáû÷íî â ðàáîòàõ ïî ôîðìàëèçìó ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è çàðàíåå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ îáëàäàþò íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Äîêàçà-
òåëüñòâà ÷àñòî îïóñêàþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [109]). Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðî-
ãèå óòâåðæäåíèÿ èìåþòñÿ â êíèãå Ë.Ï. Íèæíèêà [61], îäíàêî, â îñíîâíîì,
îíè îòíîñÿòñÿ ê ïîòåíöèàëàì q1,2 èç êëàññà L2. Íàñ æå èíòåðåñóþò ïîòåí-
öèàëû èç L1∩C2. Ïîýòîìó çäåñü ïðèâåäåì äâà óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ
ðåøåíèé çàäà÷è Ãóðñà.

Â âûêëàäêàõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ: ψ(j) � j-òûé ñòîëáåö
ìàòðèöû ψ, j = 1, 2 è ìàòðèöà E(z) = diag(exp(z), exp(−z)).
Òåîðåìà 16. Ïóñòü q1,2(ξ, η) ∈ L1, òîãäà ðåøåíèÿ çàäà÷ Ãóðñà äëÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (4.3) ñ óñëîâèÿìè (4.5) ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû â

C1 è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè =(k) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñòàíäàðòíî. Çäåñü ïðèâåäåì ëèøü ñõå-
ìó. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà ψ+

(1)(ξ, η, k).
Ïåðåïèøåì äëÿ íåãî çàäà÷ó Ãóðñà â âèäå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Âîëüòåððà:

ψ+
(1)(ξ, η, k) = E(1)(ikη) +G1[q]ψ

+
(1),

çäåñü E(j)(z) � j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû E(z) è îïåðàòîð G1[q]:

G1[q]ψ
+
(1) = −1

2

[ ∫ ξ
−∞ dξ′ q1(ξ

′, η)ψ+
21(ξ

′, η, k)∫ η
−∞ dη′ q2(ξ, η

′)ψ+
11(ξ, η

′, k)

]
.

Èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé q1,2(ξ, η) ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è, êàê ñëåäñòâèå � ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàäà÷è Ãóðñà. Òàêæå ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è îñòàëüíûõ
âåêòîð ôóíêöèé èç çàäà÷è (4.3), (4.5).
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Íèæå îêàæåòñÿ ïîëåçíûì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î
ñâîéñòâàõ ðåøåíèé çàäà÷è Ãóðñà.
Òåîðåìà 17. Ýëåìåíòû ìàòðèö-ôóíêöèè ψ±(ξ, η, k) àíàëèòè÷åñêèå ïðè

±=(k) > 0.

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òàêæå íà ïðèìåðå
ñòîëáöà ψ+

(1)(ξ, η, k). Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èìM+
j1(ξ, η, k) = exp(−ikη)ψ+

j1(ξ, η, k),
ãäå j = 1, 2. Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà äëÿ M+

j1(ξ, η, k) èìåþò âèä:

M+
11(ξ, η, k) = 1− 1

2

∫ ξ

−∞
dξ′q1(ξ

′, η)M+
21(ξ

′, η),

M+
21(ξ, η, k) =

1

2

∫ ∞

η

q2(ξ, η
′)M+

11(ξ, η
′, k) exp(ik(η′ − η)).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè =(k) > 0 ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå ïî k
ôóíêöèé M+

j1(ξ, η, k), j = 1, 2. Òî åñòü ýòè ôóíêöèè, à ñëåäîâàòåëüíî
è ýëåìåíòû ñòîëáöà ψ+

(1)(ξ, η, k), àíàëèòè÷åñêèå ïî k ïðè =(k) > 0. Äî-
êàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ àíàëèòè÷íîñòè ïî k îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö-
ôóíêöèé ψ±(ξ, η, k) àíàëîãè÷íî.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [109] âûâåäåì çàäà÷ó Ðèìàíà äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
ψ±. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàçíîñòè ñòîëá-
öîâ Ψ(1) = ψ+

(1) − ψ−(1):[
ψ+

11

ψ+
21

]
(ξ, η, k)−

[
ψ−11
ψ−21

]
(ξ, η, k) =

=

[ −1
2

∫ ξ
−∞ dξ′q1(ξ

′, η)
[
ψ+

21(ξ
′, η, k)− ψ−21(ξ

′, η, k)
]

1
2

∫∞
η
dη′q2(ξ, η

′)ψ+
11(ξ, η

′, k) + 1
2

∫ η
−∞ dη′q2(ξ, η

′)ψ−11(ξ, η
′, k)

]
.

Ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîé ñòðîêè ýòîé ôîðìóëû ïåðåïèøåì â âèäå:
1

2

∫ ∞

η

dη′q2(ξ, η
′)ψ+

11(ξ, η
′, k) +

1

2

∫ η

−∞
dη′q2(ξ, η

′)ψ−11(ξ, η
′, k) =

1

2

∫ ∞

−∞
dη′q2(ξ, η

′)ψ+
11(ξ, η

′, k)+
1

2

∫ η

−∞
dη′q2(ξ, η

′)
[
ψ+

11(ξ, η
′, k)−ψ−11(ξ, η′, k)

]
.

Îáîçíà÷èì:
f(ξ, k) =

1

2

∫ ∞

−∞
dη′q2(ξ, η

′)ψ+
11(ξ, η

′, k).
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Òîãäà äëÿ Ψ(1) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

Ψ11 =
−1

2

∫ ξ

−∞
dξ′q1(ξ

′, η)Ψ21(ξ
′, η, k)

Ψ21 = f(ξ, k) +
−1

2

∫ η

−∞
dη′q2(ξ, η

′)Ψ11(ξ, η
′, k).

Çàìåòèì, ÷òî ñòîëáåö ψ+
(2)(ξ, η, k) óäîâëåòâîðÿåò ïîõîæåé ñèñòåìå èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì exp(−ikξ). Ýòî ïîçâîëÿåò âû-
ðàçèòü Ψ(1) ÷åðåç ψ+

(2)(ξ, η, k), èìåííî:

Ψ(1)(ξ, η, k) =

∫ ∞

−∞
dl ψ+

(2)(ξ, η, l)s1(k, l),

ãäå
s1(k, l) =

1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ′dη′ exp(ilξ′)q2(ξ

′, η′)ψ+
11(ξ

′, η′, k).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ψ+
(1)(ξ, η, k)− ψ−(1)(ξ, η, k) =

∫ ∞

−∞
dlψ+

(2)(ξ, η, l)s1(k, l). (4.6)

Òàêèå æå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå:

ψ+
(2)(ξ, η, k)− ψ−(2)(ξ, η, k) =

∫ ∞

−∞
dlψ−(1)(ξ, η, l)s2(k, l), (4.7)

ãäå
s2(k, l) =

1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ′dη′ exp(ilξ′)q1(ξ

′, η′)ψ−22(ξ
′, η′, k).

Ôóíêöèè s1(k, l) è s2(k, l) íàçûâàþòñÿ äàííûìè ðàññåÿíèÿ. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ óäîáíî ââåñòè áèëèíåéíóþ ôîðìó [128]:

(χ, µ)q =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξdη(χ1µ1 q2 + χ2µ2 q1). (4.8)

Èñïîëüçîâàâ ýòî îáîçíà÷åíèå, äàííûå ðàññåÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå:

s1(k, l) =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))q, (4.9)

s2(k, l) =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), E(2)(ilη))q, (4.10)
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4.1.2 Ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðÿìûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè äàííûõ ðàññåÿíèÿ [109]. Â ðåçóëüòàòå, ïîñëå
íåêîòîðûõ î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëîâ, ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ñâåðòêè äàííûõ ðàññåÿíèÿ ñ
îáðàçàìè Ôóðüå ôóíêöèé u1(η) è u2(ξ) èç (4.2). Äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå äàí-
íûõ ðàññåÿíèÿ ýòè âûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò íàèáîëåå óäîáíûé âèä. Îáî-
çíà÷èì:

ŝ1(ξ, η, t) =

∫
R2
dkdl exp(ikξ + ilη)s1(κ, l, t),

òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ∂tŝ1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [109]:

iŝ1 = −∂2
ξ ŝ1 − ∂2

η ŝ1 − (u2(ξ) + u1(η))ŝ1. (4.11)

Âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îáðàçà Ôóðüå ŝ2 ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (4.11)
çàìåíèòü i íà −i.

Ôîðìóëà (4.11) îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ŝ1 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Çíà÷åíèå ŝ1 ïðè t = 0 ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíî èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ôóðüå. Çàâèñè-
ìîñòü îò ïåðåìåííûõ t, ξ è η ðàçäåëÿåòñÿ [109]. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.11)
ñòðîèòñÿ â âèäå:

ŝ = T (t)X(ξ)Y (η),

ãäå

T ′ + i(k2 + l2)T = 0,

X ′′ + (u2 + k2)X = 0, (4.12)
Y ′′ + (u1 + l2)Y = 0. (4.13)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ u1,2, ÷òî
∫∞
−∞ dx(1+x2)|u12(x)| <

∞. Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.12) è (4.13), ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåò-
íîìó è íåïðåðûâíîìó ñïåêòðàì îáðàçóþò áàçèñíûé íàáîð ôóíêöèé â L1

[76]. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèÿìè ïî ýòèì áàçèñàì, ðåøåíèå çàäà÷è
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Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå[109]:

ŝ1(ξ, η, t) =
M∑
j=1

L∑
r=1

ρjrXj(ξ)Yr(η) exp(it(µ2
j + λ2

r)) +

∫
R
dk

( M∑
j=1

ρj(k) exp(it(µj − k2))Xj(ξ)Y (η, k) +

+
L∑
r=1

ρ̄r(k) exp(it(λ2
r − k2))Yr(η)X(ξ, k)

)
+

+

∫
R2
dkdlρ(k, l)X(ξ, k)Y (η, l) exp(−it(k2 + l2)), (4.14)

ãäå
ρjr =

∫
R2
dξdηŝ1(ξ, η, 0)X̄j(ξ)Ȳr(η),

ρ(k, l) =

∫
R2
dξdηŝ1(ξ, η, 0)X̄(ξ, k)Ȳ (η, l),

ρj(k) =

∫
R2
dξdηŝ1(ξ, η, 0)X̄j(ξ)Ȳ (η, k),

ρr(l) =

∫
R2
dξdηŝ1(ξ, η, 0)X̄(ξ, k)Ȳr(η).

Òàê îïðåäåëÿåòñÿ ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

4.1.3 Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ òàêæå, êàê è ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è
ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Ïåðâûé øàã � ïîñòðîåíèå ðåøåíèé çàäà÷è (4.3)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ñëåäóÿ [109], ýëåìåíòû
ìàòðèö ψ± àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé k ïðè ±=(k) > 0.
Èñïîëüçóÿ äàííûå ðàññåÿíèÿ, ôîðìóëû (4.6), (4.7) è ôîðìóëû Ñîõîöêîãî
[12] ìîæíî çàïèñàòü íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ ψ−11 è ψ+

12

â âèäå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [109]:
ψ−11(ξ, η, k, t) = exp(ikη)+

+ exp(ikη)

(
exp(−ikη)

∫∞
−∞ dl s1(k, l, t)ψ

+
12(ξ, η, l, t)

)−
,

ψ+
12(ξ, η, k, t) = exp(−ikξ)

(
exp(ikξ)

∫∞
−∞ dl s2(k, l, t)ψ

−
11(ξ, η, l, t)

)+

,
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ãäå (
f(k)

)±
=

1

2iπ

∫ ∞

−∞

dk′ f(k′)

k′ − (k ± i0)
.

Ïîõîæóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî íàïèñàòü è äëÿ ôóíêöèé ψ−21 è ψ+
22:

ψ−21(ξ, η, k, t) = exp(ikη)×

×
(

exp(−ikη)
∫∞
−∞ dl s1(k, l, t)ψ

+
22(ξ, η, l, t)

)−
,

ψ+
22(ξ, η, k, t) = exp(−ikξ)+

+ exp(−ikξ)
(

exp(ikξ)
∫∞
−∞ dl s2(k, l, t)ψ

−
21(ξ, η, l, t)

)+

.

Ñëåäóþùèé øàã � ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-1. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû:

〈χ, µ〉s =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dkdl(χ1(l)µ1(k) s2(k, l) + χ2(l)µ2(k) s1(k, l)). (4.15)

Ôóíêöèè q1 è q2 ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:
q1(ξ, η) =

−1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), E(1)(ikξ)〉s, (4.16)

q2(ξ, η) =
1

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), E(2)(ikη)〉s. (4.17)

Çäåñü ψ(j) � ñòðîêà [ψ−j1, ψ
+
j2], òàêæå E(j)(z) � ñòðîêà ìàòðèöû E(z).

4.1.4 Ñîëèòîííîå ðåøåíèå

Äëÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 èçâåñòíû ðàçëè÷íûå òèïû òî÷íûõ ðåøåíèé. Íàïðè-
ìåð, ýòî ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïîä óãëîì äðóã ê äðóãó
[94]. Ðåøåíèå òèïà ìíîãîìåðíîãî ëîêàëèçîâàííîãî ñîëèòîíà, ñòðåìÿùå-
ãîñÿ ê íå ðàâíîé íóëþ ïîñòîÿííîé âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëå-
íèÿõ áûëî ïîñòðîåíî â [139]. Çäåñü ìû ðàçáåðåì ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ
ÌÎÇÐ äâóìåðíîãî ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â [95]. Â ðà-
áîòå [109] òàêèå ðåøåíèÿ áûëè íàçâàíû äðîìèîíàìè.

Äðîìèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÄÑ-1 ïîëó÷àåòñÿ, åñëè íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) òàêèå, ÷òî äàííûå ðàññå-
ÿíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä:

ρ(k, l, 0) = 0, ρj(k) = 0, ρr(l) = 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (4.14) îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, êîòîðûå
íå ñîäåðæàò èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ê êîòîðûì ñâîäèò-
ñÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà â ýòîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ
âûðîæäåííûìè ÿäðàìè è ðåøàþòñÿ ÿâíî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-1.

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè q(ξ, η, t), ñîîòâåòñòâó-
þùèå îäíîìó äðîìèîíó (â ôîðìóëå (4.14) L = M = 1).

Q(ξ, η, t) =

8ρλµ exp(it(λ2 + µ2))

cosh(µξ) cosh(λη)(16− σ|ρ|2µλ(1 + tanh(λη))(1 + tanh(µξ)))
, (4.18)

ãäå λ, µ � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèåñÿ èç
êðàåâûõ óñëîâèé ïðè η → −∞ è ξ → −∞; ρ � ïàðàìåòð ðåøåíèÿ, îïðå-
äåëÿþùèéñÿ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ ôóíêöèè Q. Êðàåâûå óñëîâèÿ â
ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

u1 ≡
λ2

2 cosh2(λη)
, u2 ≡

µ2

2 cosh2(µξ)
. (4.19)

Â äðîìèîííîì ñëó÷àå âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà-
äà÷è ðàññåÿíèÿ [109]. Ïðèâåäåì äâå ïàðû ýòèõ ðåøåíèé, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ äðîìèîíà. Ïåð-
âûé ñòîëáåö ìàòðèöû ψ+:(

ψ+
11

ψ+
21

)
=

(
exp(ikη)

0

)
+

∫∞
η

dpλ exp(ikp))
2 cosh(λp)

(1−σ|ρ|2 λµ
16

(1+tanh(µξ))(1+tanh(λη))
×

×

(
−σ|ρ|2λµ(1+tanh(µξ))

8 cosh(λη)
σρ̄µ exp(−it(λ2+µ2))

2 cosh(µξ)

)
. (4.20)

Âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû ψ+:(
ψ+

12

ψ+
22

)
=

(
0

exp(−ikξ)

)
+

∫ ξ
∞

dpµ exp(ikp))
2 cosh(µp)

(1−σ|ρ|2 λµ
16

(1+tanh(µξ))(1+tanh(λη))
×

×

(
−ρλ exp(−it(λ2+µ2))

2 cosh(λη)
σ|ρ|2λµ(1+tanh(λη))

8 cosh(µξ)

)
. (4.21)
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Ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû ψ−:(
ψ−11

ψ−21

)
=

(
exp(ikη)

0

)
+

∫ η
−∞

dpλ exp(ikp))
2 cosh(λp)

(1−σ|ρ|2 λµ
16

(1+tanh(µξ))(1+tanh(λη))
×

×

(
−σ|ρ|2λµ(1+tanh(µξ))

8 cosh(λη)
σρ̄µ exp(−it(λ2+µ2))

2 cosh(µξ)

)
. (4.22)

Âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû ψ−:(
ψ−12

ψ−22

)
=

(
0

exp(−ikξ)

)
+

∫ ξ
∞

dpµ exp(ikp))
2 cosh(µp)

(1−σ|ρ|2 λµ
16

(1+tanh(µξ))(1+tanh(λη))
×

×

(
σρ̄λ exp(−it(λ2+µ2))

2 cosh(µξ)
−σ|ρ|2λµ(1+tanh(λη))

8 cosh(λη)

)
. (4.23)



Ãëàâà 5

Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè

íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà

5.1 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÄÑ-1

Çäåñü ÌÎÇÐ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ïðè t → ∞ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè:

i∂tQ+ (∂2
ξ + ∂2

η)Q+
κ

2

(∫ ξ

−∞
dξ′∂η|Q|2 +

∫ η

−∞
dη′∂ξ|Q|2

)
Q = 0, (5.1)

Q|t=0 = Q0(ξ, η).

Â òàêîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Äåâè-Ñòþàðòñîíà-1 ñ íóëåâû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ êîìïîíåíò g1,2 ïðè ξ → −∞ è η → −∞
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè t → ∞ ïîñòðîåííîå ðåøåíèå èìååò ïîðÿäîê O(t−1) è áûñòðî
îñöèëëèðóåò. Îãèáàþùàÿ îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ äàííûìè ðàññåÿíèÿ
è çàâèñèò îò õàðàêòåðíûõ ïåðåìåííûõ ξ/t è η/t. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè
ïîëó÷åíû â ðàáîòå àâòîðà [43].

Ñòðóêòóðà àñèìïòîòèê ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ðàçìåð-
íîñòè 2+1 (äâå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå è âðåìÿ) îòëè÷àåòñÿ îò
õîðîøî èññëåäîâàííîãî (1+1)-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ñ òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû,
îñîáåííîñòü óðàâíåíèÿ ÄÑ-I, ïî ñðàâíåíèþ ñ (1+1)-ìåðíûìè èíòåãðè-
ðóåìûìè óðàâíåíèÿìè, çàêëþ÷åíà âî âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷å,

133
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êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÎÇÐ.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) îáðàòíàÿ çàäà÷à � íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà. Â
ýòîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ïðè t → ∞ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ íåëîêàëüíîé çàäà÷å Ðèìàíà. Çà-
òåì ýòà àñèìïòîòèêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5.1) ïðè t → ∞. Ðåøàþùåå óñëîâèå, ïðèâîäÿùåå ê óáûâàþ-
ùåé àñèìïòîòèêå � íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîìïîíåíò g1,2. Â ÷àñò-
íîñòè, îíè îáåñïå÷èâàþò îòñóòñòâèå äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïðåä-
ñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÎÇÐ.

5.1.1 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ (5.1) èñïîëüçóþòñÿ äàííûå ðàññåÿíèÿ â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè [109]:

S(k, l) =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη ψ−22(ξ, η, k, 0) exp(ilη)Q0(ξ, η).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1).
Òåîðåìà 18. Ïóñòü S(k, l) ∈ C2, ∂αS(k, l) ∈ L1, ãäå α = 1, 2 è óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ:

1
2π
||S(l, k)||L1 + 1

π
||
∫∞
−∞ dl|∂kS(l, k)| ||C + 1

π

∣∣∣∣∣∣∫∞−∞ |S(l, k)|dl
∣∣∣∣∣∣
C

+

+ 1
π

∣∣∣∣∣∣∫∞−∞ |∂kS(k, l)|dl
∣∣∣∣∣∣
C

+ 1
π

∣∣∣∣∣∣∫∞−∞ |S(k, l)|dl
∣∣∣∣∣∣
C
< 1,

(5.2)

òîãäà ïðè t→∞ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) èìååò âèä:

Q(ξ, η, t) =
1

t
exp

( it
4

(x2 + y2)
)[(

iS
(x
2
,
y

2

)
+

1√
π

0
µ1

(
x, y,

x

2

))
+

+O(t−3/2)

]
. (5.3)

Çäåñü x = ξ/t, y = η/t; ôóíêöèÿ
0
µ1 (x, y, k) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
0
µ1 (x, y, k) =

∫ y/2
−∞ dl

0
µ2 (x, y, l)S(k, l),

0
µ2 (x, y, k) =

∫∞
x/2

dl κS̄(l, k)S(l, k) +
∫∞
x/2

dl
0
µ1 (x, y, l)S̄(l, k).

(5.4)
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Çàìå÷àíèå 9. Åñëè äàííûå ðàññåÿíèÿ èìåþò âèä:

S(k, l) =
n∑
j=1

σj(k)τj(l), (5.5)

òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ÄÑ-I âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî [106]. Ýòî ðå-

øåíèå èìååò àñèìïòîòèêó:

Q = t−1 exp(it(x2 + y2)/4)
n∑
j=1

σj
(x
2

)(
τj
(y
2

)
+

1√
π

0
χj
(
x, y,

x

2

))
+

+O
(
t−3/2

)
,

ôóíêöèè
0
χj (x, y, k) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé (5.11).

5.1.2 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé

çàäà÷è Ðèìàíà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëàQ(ξ, η, t) ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ S(k, l) ïðè t >
0 áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíóþ íåëîêàëüíîé
çàäà÷å Ðèìàíà ([109]):[

ψ−11(ξ, η, k, t)

ψ+
12(ξ, η, k, t)

]
=

[
exp(ikη)

0

]
+ F [ψ], (5.6)

ãäå
F1[ψ] =

exp(ikη)

2iπ

∫ ∞

−∞

dk′ exp(−ik′η)
k′ − (k − i0)

∫ ∞

−∞
dl×

×
(
κS̄(l, k′) exp(it(k′2 + l2))ψ+

12(ξ, η, l, t)
)
,

F2[ψ] =
exp(−ikξ)

2iπ

∫ ∞

−∞

dk′ exp(ik′ξ)

k′ − (k + i0)

∫ ∞

−∞
dl×

×
(
S(k′, l) exp(−it(k′2 + l2))ψ−11(ξ, η, l, t)

)
.

Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.6) ïðè
t→∞.



Ãëàâà 5. Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà 136

Òåîðåìà 19. Ïóñòü ôóíêöèÿ S(k, l) ∈ C1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.2)

òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (5.6) ïðè t→∞ èìååò âèä:

ψ−11 = exp(ikη) + t−1/2 exp(ik2t+ ity2/4)ϕ1(x, y, k, t) +O(t−1),

ψ+
12 = t−1/2 exp(−ik2t+ ity2/4)ϕ2(x, y, k, t) +O(t−1).

ïðè x, y ∈ R. Ôóíêöèè ϕ1(x, y, k, t) è ϕ2(x, y, k, t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5.10).

Çàìå÷àíèå 10. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèé ϕ1 è ϕ2 îò ïàðàìåòðà t ñóùå-

ñòâåííà â ìàëîé ïîðÿäêà O(t−1/2) îêðåñòíîñòè òî÷åê k = y/2 è k = x/2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìy 19 èññëåäóåì ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà F [ψ] èç ïðàâîé ÷àñòè (5.6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé h(k) = [h1(k), h2(k)]

T ñ íîðìîé:
||h(k)||X = ||h1||C + ||h2||C .

Ëåììà 13. Ïóñòü S(k, l) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.2), òîãäà

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð F [ψ] ñæèìàþùèé â ïðîñòðàíñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð F1[ψ] èç ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
óðàâíåíèé (5.6). Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî k′ è l. Èíòåãðàë
ïî k′ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî k′ îò −∞ äî k−1, îò k−1

äî k + 1 è îò k + 1 gî ∞. Ñóììà èíòåãðàëîâ ïî k′ ïðè k′ ∈ (−∞, k − 1) è
k′ ∈ (k+0,∞) ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ∫∞−∞ dk′|S(l, k′)|. Îöåíèì èíòåãðàë
ïî k′ îò k − 1 äî k + 1:∣∣∣∣∫ k+1

k−1

dk′ exp(−ik′η + itk′2)

k′ − (k − i0)
S̄(l, k)

∣∣∣∣ ≤ ∫ k+1

k−1

dk′
∣∣∣∣ S̄(l, k′)− S̄(l, k)

k′ − k

∣∣∣∣ +

+|S̄(l, k)|
∣∣∣∣∫ k+1

k−1

dk′ exp(−ik′η + itk′2)

k′ − (k − i0)

∣∣∣∣ ≤
≤ 2 max

k′∈[k−1,k+1]
|∂k′S̄(l, k′)| + 2π|S̄(l, k)|.

Òîãäà F1[ψ] îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé:

max
k∈R

|F1[ψ]| ≤
(

1

2π
||S(l, k)||L1 + max

k∈R

(
1

π

∫ ∞

−∞
dl|∂kS(l, k)|

)
+
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+ max
k∈R

(
1

π

∫ ∞

−∞
dl|S(l, k)|

))
||ψ2||C .

Íåïðåðûâíîñòü F1[ψ] ïî ïàðàìåòðó k ñëåäóåò èç ãëàäêîñòè S(k, l) (ñì.,
íàïðèìåð, [12], c.44).

Òàêèå æå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû èíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà F [ψ]. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19. Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè t→
∞ ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â (5.6). Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë
ïî k′ â ïåðâîì èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå â âèäå:∫ ∞

−∞

dk′ exp(it(k′2 − k′y))

k′ − (k − i0)
S̄(l, k′) =

= S̄(l, k)

∫ ∞

−∞

dk′ exp(it(k′2 − k′y))

k′ − (k − i0)
+

+

∫ ∞

−∞
dk′

S̄(l, k′)− S̄(l, k)

k′ − (k − i0)
exp(it(k′2 − k′y). (5.7)

Ïåðâûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ çàïèøåì â âèäå ðàçíîñòè èíòåãðàëà â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è ïîëîâèíû âû÷åòà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
â òî÷êå k. Èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
èíòåãðàë Ôðåíåëÿ [67], c.334. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Φ(k, y, t) ≡
∫ ∞

−∞

dk′ exp(it(k′2 − k′y))

k′ − (k − i0)
=

=
√

2π(1− i) exp(it(k2 − ky)φ(t1/2(
y

2
− k)) − iπ exp(it(k2 − ky)),

ãäå φ(z) =
∫ z

0
dz′ exp(iz′2) � èíòåãðàë Ôðåíåëÿ.

Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5.7) ïðè t → ∞
ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [78] ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:∫ ∞

−∞
dk′

S̄(l, k′)− S̄(l, k)

k′ − (k − i0)
exp(it(k′2 − k′y) =

=

√
π

t
exp(−ity2/4 + iπ/4)

S̄(l, y/2)− S̄(l, k)

y/2− k
+ O(t−1).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
exp(ikη)

2iπ

∫ ∞

−∞

dk′ exp(it(k′2 − k′y))

k′ − (k − i0)
S̄(l, k′) =

=
exp(ik2t)

2iπ
S̄(l, k)Φ(k, y, t) +

+

√
π

t

exp(−ity2/4 + iπ/4)

2iπ

S̄(l, y/2)− S̄(l, k)

y/2− k
+ O(t−1)

Ïîõîæåå ïðåäñòlâëåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ èíòåãðàëà ïî k′ âî âòîðîé
êîìïîíåíòå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà F [ψ]. Òàgèì îáðàçîì, ïðè t → ∞
ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψ−18(ξ, η, k, y) = exp(ikη) +
exp(ik2t)

2iπ
Φ(k, y, t)×

×κ
∫ ∞

−∞
dl S̄(l, k) exp(itl2)ψ+

12(ξ, η, l, t) +

+

√
π

t

exp(ik2t)

2iπ
exp(−ity2/4 + iπ/4)×

×
∫ ∞

−∞
dl
S̄(l, y/2)− S̄(l, k)

y/2− k
exp(itl2)ψ+

12(ξ, η, l, t) + O(t−1),

ψ+
12(ξ, η, k, s) =

exp(−ik2t)

2iπ
Φ(k, x, t)×

×
∫ ∞

−∞
dl S(k, l) exp(−itl2)ψ−31(ξ, η, l, t) +

+

√
π

t

exp(−itlx)
2iπ

exp(itx2/4− iπ/4)×

×
∫ ∞

−∞
dl
S(x/2, l)− S(k, l)

x/2− k
exp(−itl2)ψ−21(ξ, η, l, t) + O(t−1). (5.8)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (5.6) áóäåì èñêàòü â âèäå:

ψ−11 = exp(ikη) + t−1/2 exp(ik2t+ ity2/4)ϕ1(x, y, k, t)+

+t−1Ψ1(ξ, η, t, k),

ψ+
12 = t−1/2 exp(−ik2t+ ity2/4)ϕ2(x, y, k, t)+

+t−1Ψ2(ξ, η, k, t).

(5.9)
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Ïîäñòàâèì àíçàòö (5.9) â (5.8). Àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

I =

∫ ∞

−∞
dl S(k, l) exp(−it(l2 + ly))

âû÷èñëèì ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà t. Äëÿ ϕ1 è ϕ2 ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

ϕ1(x, y, k, t) = 1
2iπ

Φ(k, y, t)
∫∞
−∞ dl κS̄(l, k)ϕ2(x, y, l, t),

ϕ2(x, y, k, t) = 1
2iπ

Φ(k, x, t)×

×
(
√
πS(k, y/2) exp(−iπ

4
) +

∫∞
−∞ dl S(k, l)ϕ1(x, y, l, t)

)
.

(5.10)

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå X
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (5.2). Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä Íåéìà-
íà äëÿ ñèñòåìû (5.10) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè x, y ∈ R.

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Ψ(ξ, η, k, t) â ôîðìóëå (5.9) èìååò ïî-
ðÿäîê O(1). Äëÿ ýòîãî âûïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Ψ(ξ, η, k, t):

Ψ(ξ, η, k, t) = f(x, y, k, t) + F [Ψ],

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà f âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

f1(x, y, k, t) = t1/2 F1[exp(−ik2t+ ity2/4)ϕ2(x, y, k, t)],

f2(x, y, k, t) = t1/2
(
t1/2F2[exp(ikty)]+

+F2[exp(ik2t+ ity2/4)ϕ1(x, y, k, t)]−

−Φ(k, x, t)

2iπ

(√
πS(k, y/2) exp(−iπ/4) +

∫ ∞

−∞
dl S(k, l)ϕ(x, y, l, t)

))
.

Ïî ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ||f(x, y, k, t)||X = O(1), ðàâíîìåðíî ïðè
x, y ∈ R, t ≥ 0. Îïåðàòîð F [ψ] ñæèìàþùèé, òîãäà:

||Ψ(ξ, η, k, t)||X = O(1), ξ, η ∈ R, t ≥ 0.

Òåîðåìà 19 äîêàçàíà.
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5.1.3 Âûðîæäåííûå ÿäðà

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà (5.6) ðåøàåòñÿ ÿâíî, åñëè ÿäðà èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé âûðîæäåííû ([106]), òî åñòü äàííûå ðàññåÿíèÿ èìåþò âèä
(5.5).

ßâíîå ðåøåíèå ïðè t → ∞ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò áûñòðî
îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé. Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó ýòîãî ðåøåíèÿ, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì (5.9) è èíòåãðàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (5.10). Îáîçíà÷èì:

χj(x, y, t) =

∫ ∞

−∞
dl ϕ1(x, y, l, t)τj(l),

νj(x, y, t) =

∫ ∞

−∞
dl ϕ2(x, y, l, t)σj(l).

Äëÿ χj è νj ïîëó÷èì ñèñòåìó 2n óðàâíåíèé:

χj(x, y, t) =
n∑

m=1

Fjm(y, t)νm(x, y, t),

νj(x, y, t) = gj(x, y, t) +
n∑

m=1

Gjm(x, t)χm(x, y, t),

ãäå:
Fjm(y, t) =

1

2iπ

∫ ∞

−∞
dk τj(k)τ̄m(k)Φ(k, y, t),

Gjm(x, t) =
1

2iπ

∫ ∞

−∞
dk σm(k)σj(k)Φ(k, x, t)

gj(x, y, t) =
n∑

m=1

τm
(y
2

)exp(−iπ/4)

2iπ

√
π

∫ ∞

−∞
dk σm(k)σ̄j(k)Φ(k, x, t).

Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó Gjm(x, t) ïðè t→∞. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì èí-
òåãðàë ïî k íà äâà èíòåãðàëà ïî èíòåðâàëàì (−∞, x/2] è (x/2,∞). Â
ïåðâîì èíòåðâàëå ïðåäñòàâèì Φ(k, x, t) â âèäå:

Φ(k, x, t) = − (1 + i)
√

2π

∫ t1/2(k−x/2)

−∞
dz exp(−iz2).

Òîãäà:

I1
jm =

1

2π

∫ x/2

−∞
dk σj(k)σm(k)Φ(x, k, t) = − 1

2iπ
(1 + i)

√
2π×
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×
∫ x/2

−∞
dk σj(k)σm(k)

∫ t−1/2(k−x/2)

−∞
dz exp(−iz2).

Äàëåå èíòåãðàë ïî k ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, èíòåãðèðóÿ ïðîèçâåäå-
íèå σj(k)σm(k). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

I1
jm = − 1 + i

i
√

2π
t1/2

∫ x/2

−∞
dk exp(it(k − x/2)2)

∫ x/2

k

dk′ σj(k
′)σm(k′).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ èíòåãðàëà ïî k ïî-
ëó÷èì, ÷òî I1

jm îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç O(t−1/2).
Â èíòåãðàëå ïî ïðîìåæóòêó (x/2,∞) ôóíêöèþ Φ(x, k, t) ïðåäñòàâèì

â âèäå:

Φ(k, x, t) = 2iπ − (1 + i)
√

2π

∫ ∞

t1/2(k−x/2)

dz exp(−iz2),

òîãäà:

I2
jm =

1

2iπ

∫ ∞

x/2

dk σj(k)σm(k)Φ(k, x, t) =

∫ ∞

x/2

dk σj(k)σm(k)−

− 1

2iπ
(1 + i)

√
2π

∫ x/2

−∞
dk σ(k)σm(k)

∫ ∞

t1/2(k−x/2)
dz exp(−iz2).

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå îöåíèâàåòñÿ òàêæå, êàê I1
jm. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì:

Gjm(x, t) =

∫ ∞

x/2

dk σj(k)σm(k) + O(t−1/2).

Àíàëîãè÷íî:

Fjm(y, t) = −
∫ y/2

−∞
dk τj(k)τ̄m(k) + O(t−1/2),

gj(x, y, t) =
n∑

m=1

τj(y/2) exp(−iπ/4)

∫ ∞

x/2

dk σm(k)σ̄j(k) + O(t−1/2).

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.6) èìååò âèä:
ψ−11 = exp(itky) + t−1/2 exp(it(k2 + y2/4))×

× 1

2iπ
Φ(y, k, t)

n∑
j=1

κτ j(k)
0
νj (x, y) + O(t−1),



Ãëàâà 5. Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà 142

ψ+
12 = t−1/2 exp(−it(k2 + y2/4))

1

2iπ
Φ(x, k, t)×

×(
√
π

n∑
j=1

σj(k)τj(y/2) exp(−iπ/4) + σj(k)
0
χj (x, y)) + O(t−1).

Ôóíêöèè 0
χj (x, y) è 0

νj (x, y) � ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

0
χj (x, y) =

∑n
m=1

0

F jm
0
νm (x, y),

0
χ2 (x, y) =

0
gj (x, y) +

∑n
m=1

0

Gjm

0
χm (x, y),

(5.11)

ãäå
0

F jm (x, y) = −
∫ y/2

−∞
τj(k)τ̄m(k),

0

Gjm (x, y) =

∫ ∞

x/2

σj(k)σ̄m(k),

0
gj=

n∑
m=1

τj(y/2) exp(−iπ/4)

∫ ∞

x/2

dk σm(k)σ̄j(k).

5.1.4 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ÄÑ-I

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Q(ξ, η, t) =
1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dkdl S(k, l) exp(−it(k2 + l2) + ikξ)ψ−11(ξ, η, l, t).

(5.12)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ Q(ξ, η, t) ïðè t → ∞ â ôîðìóëå (5.12) âû÷èñ-
ëèì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà ïî k, ïîäñòàâèì àñèìïòîòèêó ôóíêöèè ψ−11 è
âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà ïî l ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [78].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.1):

Q(ξ, η, t) =
1

t
exp(

it

4
(x2 + y2)) (−S(x/2, y/2) +

+
exp(−iπ/4)√

π

∫ ∞

−∞
dl S(x/2, l)ϕ1(x, y, l, t)) + O(t−3/2),

ãäå ϕ1(x, y, l, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.10).
Â ýòîì âûðàæåíèè ôóíêöèÿ ϕ1(x, y, l, t) çàâèñèò îò áûñòðîé ïåðåìåí-

íîé t. Ýòà çàâèñèìîñòü ñóùåñòâåííà â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê l = y/2
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è l = x/2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî l ñãëàæèâàåò ýòó çàâèñèìîñòü. Ïîýòîìó äëÿ
ôóíêöèè Q ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå (5.3), â êîòîðîì çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà t óêàçàíà ÿâíî. Ïîêàæåì,
êàê ñäåëàòü ïåðåõîä ê (5.3).

Îáîçíà÷èì

µ1(k, x, y, t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
dl S(k, l)ϕ1(x, y, l, t),

µ2(k, x, y, t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
dl κS̄(l, k)ϕ2(x, y, l, t).

Ôóíêöèè µ1 è µ2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
µ1(x, y, k, t) =

∫∞
−∞ dmµ2(m,x, y, t)S(k,m) 1

2iπ
Φ(m, y, t),

µ2(x, y, k, t) = H(k, x, y, t) +

+
∫∞
−∞ dmµ1(m,x, y, t)κS̄(m, k) 1

2iπ
Φ(x,m, t),

(5.13)

ãäå
H(k, x, y, t) =

1

2i
√
π

exp(−iπ/4)×

×
∫ ∞

−∞
dmκS̄(m, k)Φ(m,x, t)S(m, y/2).

Àñèìïòîòèêà H(k, x, y, t) ïðè t → ∞ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàê æå,
êàê è àñèìïòîòèêà Gjm â ïóíêòå 5.1.3:

H(k, x, y, t) =

∫ −∞

x/2

dl κS̄(l, k)S(l, y/2) + O(t−1/2).

Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòèêè ôóíêöèé µ1 è µ2 â âèäå:

µ̃1 =
0
µ1 (k, x, y) + t−1/2

1
µ1 (k, x, y, t),

µ̃2 =
0
µ2 (k, x, y) + t−1/2

1
µ2 (k, x, y, t).

Òîãäà äëÿ 0
µ1 è 0

µ2 ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5.4).
Ôóíêöèè 1

µ1 (k, x, y, t) è 1
µ2 (k, x, y, t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ òåì æå èíòåãðàëüíûì
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îïåðàòîðîì, ÷òî è â ñèñòåìå (5.13). Ýòîò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñæèìà-
þùèé â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé X. Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè 1

µ1 (k, x, y, t) è 1
µ2 (k, x, y, t) � íåïðåðûâíûå,

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ïî k, x, y ∈ R ïðè t→∞.
Òåîðåìà îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ ÄÑ-1 äîêàçàíà.

5.2 Ôîðìóëà äëÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ÊÏ-1

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏ-1

∂x(∂tu+ 6u∂xu+ ∂3
xu) = 3∂2

yu

ñ äîñòàòî÷íî áûñòðûì óáûâàíèåì âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëå-
íèÿõ îáñóæäàëàñü â [133].

Â [133] áûë ïîñòðîåí ãëàâíûé ÷ëåí ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè ðåøå-
íèÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà, à çàòåì ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åí ãëàâíûé
÷ëåí ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè ïðè t→∞ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ-1.

Ïðèâåäåì äëÿ ñïðàâêè ðåçóëüòàò èç [133]. Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà
u(x, y, t) ïðè t→∞ èìååò âèä:

u(x, y, t) = −2

t
∂ξψ
[
K±
−1,+1(ξ, ξ, η) exp(itψ(ξ, η)) + C.C.

]
,

ãäå:
ψ(ξ, η) =

1

108
(η2 − 12ξ)3/2.

Ìàòðèöà K±
α,β(ξ, ξ

′, η) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

K±
α,β(ξ, ξ

′, η) + Fα,β(ξ, ξ
′, η)+

+
∑

α,β=±1

∫ ∞

−∞
θ(±(ξ − ξ′′))K±

α,γ(ξ, ξ
′′, η)Fα,γ(ξ, ξ

′′, η)dξ′′ = 0.

Ôóíêöèÿ θ(x)- ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ,

Fα,β(ξ, ξ
′, η) =

θ(η2 − 12ξ)θ(η2 − 12ξ′)

4(η2 − 12ξ)1/4(η2 − 12ξ′)1/4
f(kα(ξ, η), kβ(ξ

′, η)).



Ãëàâà 5. Âðåìåííûå àñèìïòîòèêè íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà 145

Çäåñü
kα(ξ, η) =

1

12
[η + α(η2 − 12ξ)1/2], α = ±1.

Ôóíêöèÿ f(k, l) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äàííûå ðàññåÿíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà, ñâÿçàííîãî â ÌÎÇÐ ñ óðàâíåíèåì ÊÏ-1.

Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà íåðàâíîìåðíà ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòóïåí÷àòîé
ôóíêöèè äëÿ ïåðåõîäà îò àñèìïòîòèêè ïðè η2 − 12ξ > 0 ê àñèìïòîòèêå
ïðè η2 − 12ξ < 0. Î÷åâèäíî, ÷òî âáëèçè ïàðàáîëû η2 − 12ξ = 0 àñèìïòî-
òè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò äðóãîé âèä (ñì., íàïðèìåð, ðàçäåë 3.3).



Ãëàâà 6

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñîëèòîíà

óðàâíåíèÿ ÄÑ-1

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ î âîçìóùåíèè ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ñèñòåìû Äèðàêà, ñâÿçàííîé ñ óðàâíåíèÿìè ÄÑ-1 è î âîçìóùåíèè
ñîëèòîíà (äðîìèîíà) óðàâíåíèé ÄÑ-1. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáî-
òàõ àâòîðà [41], [128] è [127].

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [128] î âîçìóùåíèè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñèñòåìû Äèðàêà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óòâåðæäåíèå îá óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó âîçìóùåíèþ
ïîòåíöèàëà.

6.1 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-
ñòåìû Äèðàêà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû Äèðàêà (4.3). Ïîñòðîåí àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, èñïîëüçóþùèé ôîðìóëû äëÿ âàðèàöèé äàííûõ ðàññåÿíèÿ è âà-
ðèàöèé ïîòåíöèàëà. Åñëè ïðèíÿòü q1 = Q è q2 = κQ̄ (çäåñü ÷åðòà îçíà-
÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), ãäå Q ýâîëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèÿìè ÄÑ-1 (4.1), òîãäà ïîñòðîåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò âîçìîæ-
íîñòü ðåøèòü ìåòîäîì Ôóðüå óðàâíåíèå ÄÑ-1, ëèíåàðèçîâàííîå íà Q è

146
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g12 (ëÄÑ-1):
i∂tU + (∂2

ξ + ∂2
η)U + (g1 + g2)U + (V1 + V2)Q = iF (ξ, η, t),

∂ξV1 = −κ
2
∂η(QŪ + Q̄U), ∂ηV2 = −κ

2
∂ξ(QŪ + Q̄U). (6.1)

6.1.1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìàõ 20 è
21. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(j) ñòðîêó ψ(j) = [ψ−j1, ψ

+
j2](ξ, η, k). Çäåñü ψ±(ξ, η, k)

� ìàòðèö-ôóíêöèè, ââåäåííûå â ðàçäåëå 4.1.1.
Òåîðåìà 20. Ïóñòü q1 è q2 òàêèå, ÷òî ∂αq1,2 ∈ L1 ∩ C1 äëÿ |α| ≤ 3.

Åñëè h1(ξ, η) è h2(ξ, η) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ∂αh1,2 ∈ L1 ∩ C1 äëÿ

|α| ≤ 4, òîãäà h1 è h2 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

h1 =
−1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k)〉ĥ,

h2 =
1

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), ϕ(2)(ξ, η, k)〉ĥ;

ãäå

ĥ1 =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))h,

ĥ2 =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), φ(2)(ξ, η, l))h.

Ñòðîêè ϕ(1) è ϕ(2) � ðåøåíèÿ çàäà÷, ñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ôîðìû

〈•, •〉s ê íåëîêàëüíûì çàäà÷àì Ðèìàíà äëÿ ñòðîê ψ(1) è ψ(2) ñîîòâåò-

ñòâåííî; ñòîëáöû φ(1) è φ(2) � òî æå îòíîñèòåëüíî ôîðìû (•, •)q ê

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà äëÿ ñòîëáöîâ ψ+
(1) è ψ

−
(2).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèå ëÄÑ-1 ìåòîäîì Ôó-
ðüå.
Òåîðåìà 21. Ïóñòü q1 = Q, q2 = κQ̄ ãäå Q � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè g1|ξ→−∞ = 0, g2|η→−∞ = 0 è Q óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 20 ïðè t ∈ [0, T0], T0 > 0. Åñëè ðåøåíèå ëÄÑ-1 �

ãëàäêàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ ïî ξ è η ôóíêöèÿ U , òàêàÿ, ÷òî ∂αU ∈ L1∩C1

è ∂αF ∈ L1 ∩ C1, äëÿ |α| ≤ 4 è t ∈ [0, T0], òîãäà

∂tÛ1 = i(k2 + l2)Û1 + F̂1.

∂tÛ2 = −i(k2 + l2)Û2 + F̂2.
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6.1.2 Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè

Óðàâíåíèå Âîëüòåððà äëÿ ψ+
(1) èìåþò âèä:

ψ+
(1)(ξ, η, k) = E(1)(ikη) +G1[q]ψ

+
(1),

çäåñü E(j)(z) � j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû E(z) è îïåðàòîð G1[q]:

G1[q]ψ
+
(1) = −1

2

[ ∫ ξ
−∞ dξ′ q1(ξ

′, η)ψ+
21(ξ

′, η, k)∫ η
−∞ dη′ q2(ξ, η

′)ψ+
11(ξ, η

′, k)

]
.

Ñîïðÿæåííûé ê G1 îòíîñèòåëüíî ôîðìû (4.8) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé:

(G1[q]µ, χ)q = (µ,H1[q]χ)q.

Ïîñòðîèì îïåðàòîðH1[q]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(ξ, η) è χ(ξ, η) îãðàíè÷åííûå
âåêòîð-ôóíêöèè ïðè ξ, η ∈ R, òîãäà:

(G1[q]µ, χ)q =

∫ ∫
R2
dξdη

[
−1

2

∫ ξ

−∞
dξ′q1(ξ

′, η)µ2(ξ
′, η)q2(ξ, η)χ1(ξ, η)+

+
−1

2

∫ η

−∞
dη′q2(ξ, η

′)µ1(ξ, η
′)q1(ξ, η)χ2(ξ, η)

]
=∫

R
dη

(
1

2

∫ ξ

∞
dξ′µ2(ξ

′, η)q1(ξ
′, η)

∫ ∞

ξ

dξ′χ1(ξ
′, η)q2(ξ

′, η)

)∣∣∣∣ξ=∞
ξ=−∞

−

−
∫ ∫

R2
dηdξq1(ξ, η)µ2(ξ, η)

1

2

∫ ∞

ξ

dξ′χ1(ξ
′, η)q2(ξ

′, η) −

−
∫

R
dξ

(
1

2

∫ η

−∞
dη′µ1(, ξη

′)q2(ξ, η
′)

∫ ∞

η

dη′χ2(ξ, η
′)q1(ξ, η

′)

)∣∣∣∣η=∞
η=−∞

−

−
∫ ∫

R2
dηdξq2(ξ, η)µ1(ξ, η)

1

2

∫ ∞

η

dη′χ2(ξ, η
′)q1(ξ, η

′)

Ïåðâîå è òðåòüå âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíû íóëþ. Âûðà-
æåíèå äëÿ îïåðàòîðà H1[q]χ:

H1[q]χ = −1

2

[ ∫∞
ξ
dξ′ q1(ξ

′, η)χ2(ξ
′, η)∫∞

η
dη′ q2(ξ, η

′)χ1(ξ, η
′)

]
.

Ñòîëáåö φ(1), ñîïðÿæåííûé ê ψ+
(1) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

φ(1)(ξ, η, k) = E(1)(ikξ) +H1[q]φ(1).
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èç óðàâíåíèé Âîëüòåððà äëÿ ψ−(2):

ψ−(2)(ξ, η, k) = E(2)(ikη) +G2[q]ψ
−
(2),

çäåñü
G2[q]ψ

−
(2) = −1

2

[
−
∫∞
ξ
dξ′ q1(ξ

′, η)ψ−22(ξ
′, η, k)∫ η

−∞ dη′ q2(ξ, η
′)ψ−12(ξ, η

′, k)

]
.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî êG2[q]

îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (•, •)q, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, òàê æå,
êàê è äëÿ H1. Ïðèâåäåì åãî âèä:

H2[q]χ = −1

2

[ ∫∞
η
dη′ q1(ξ, η

′)χ2(ξ, η
′)

−
∫ ξ
−∞ dξ′ q2(ξ

′, η)χ1(ξ
′, η)

]
.

Ñòîëáåö φ(2) ñîïðÿæåííûé ê ψ−(2) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

φ(2) = E(ikξ) + H2[q]φ(2).

Äàííûå ðàññåÿíèÿ s1(k, l) è s2(k, l) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñîïðÿæåííóþ-
ìàòðèö-ôóíêöèþ φ(ξ, η, l). Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ öåïî÷êè ðà-
âåíñòâ:

s1(k, l) =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))q =

= (ψ+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l)−H1[q]ψ(1)(ξ, η, l))q =

= (ψ+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))q − (G1[q]ψ

+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))q =

= (ψ−(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))q−(ψ−(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))q+(E(1)(ikη), φ(1)(ξ, η, l))q

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà:

s1(k, l) = (E(1)(ikη), φ(1)(ξ, η, l))q.

Òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè s2(k, l) äàþò âûðàæåíèå:

s2(k, l) = (E(2)(ikξ), φ(2)(ξ, η, l))q.

×òîáû íàïèñàòü íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó Ðèìàíà, ñâÿçàííóþ ñ ñîïðÿæåí-
íûìè ôóíêöèÿìè ψ(ξ, η, l), ââåäåì åùå îäíó ìàòðèö-ôóíêöèþ � ðåøåíèå
óðàâíåíèé Âîëüòåððà:
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ϕ11(ξ, η, l) = exp(ilξ) +
1

2

∫ η

−∞
dη′q1(ξ, η

′)ϕ21(ξ, η
′, l),

ϕ21(ξ, η, l) =
1

2

∫ ξ

−∞
dξ′q2(ξ

′, η)ϕ11(ξ
′, η, l), (6.2)

Âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ12(ξ, η, l) =
1

2

∫ η

−∞
dη′q1(ξ, η

′)ϕ22(ξ, η
′, l),

ϕ22(ξ, η, l) = exp(−ilη) +
1

2

∫ ξ

−∞
dξ′q2(ξ

′, η)ϕ12(ξ
′, η, l). (6.3)

Ñòîëáöû φ(1)(ξ, η, l) è ϕ(2)(ξ, η, l) àíàëèòè÷íû ïðè =(l) > 0, à ñòîëáöû
φ(2)(ξ, η, l) è ϕ(1)(ξ, η, l) � ïðè =(l) < 0. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü òàê æå, êàê
áûëî ïîêàçàíî äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèö ψ± â ïóíêòå 4.1.1.

Â ðåçóëüòàòå âûêëàäîê, ïîõîæèõ íà ïðîäåëàííûå â ïóíêòå 4.1.1, ïî-
ëó÷èì:

φ11(ξ, η, l)− ϕ11(ξ, η, l) = −
∫ ∞

−∞
dks1(k, l)ϕ12(ξ, η, k),

φ12(ξ, η, l)− ϕ12(ξ, η, l) = −
∫ ∞

−∞
dks2(k, l)ϕ11(ξ, η, k).

Îïÿòü èñïîëüçîâàâ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî, ïîëó÷èì çàäà÷ó Ðèìàíà äëÿ
ñòðîêè ϕ(1)(ξ, η, l):

ϕ11(ξ, η, l) = exp(ilξ)− exp(ilξ)

(
exp(−ilξ)

∫ ∞

−∞
dk s1(k, l)ϕ12(ξ, η, k)

)−
,

ϕ12(ξ, η, l) = − exp(−ilη)
(

exp(ilη)

∫ ∞

−∞
dk s2(k, l)ϕ11(ξ, η, k)

)+

.

Äëÿ ñòðîêè ϕ(2)(ξ, η, l):

ϕ21(ξ, η, l) = − exp(ilξ)

(
exp(−ilξ)

∫ ∞

−∞
dk s1(k, l)ϕ22(ξ, η, k)

)−
,

ϕ22(ξ, η, l) = exp(−ilη)− exp(−ilη)
(

exp(ilη)

∫ ∞

−∞
dk s2(k, l)ϕ21(ξ, η, k)

)+

.
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Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè íåêîòîðîé çàäà÷è Ðèìàíà.

Òåïåðü âûâåäåì çàäà÷ó, ñîïðÿæåííóþ íåëîêàëüíîé çàäà÷å Ðèìàíà
äëÿ ôóíêöèé ψ± îòíîñèòåëüíî âòîðîé áèëèíåéíîé ôîðìû. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó Ðèìàíà äëÿ ñòðîêè ψ(1) = [ψ−11, ψ

+
12]:

ψ(1) = E(1)(ikη) + S[s]ψ(1).

Çäåñü E(1)(z) � ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû E(z), îïåðàòîð S1[s] � îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé:

S[s]ψ(1) =

[
exp(ikη)

(
exp(−ikη)

∫∞
−∞ dls1(k, l)ψ

+
12(ξ, η, l)

)−
,

exp(−ikξ)
(

exp(ikξ)
∫∞
−∞ dls2(k, l)ψ

−
11(ξ, η, l)

)+]
.

Âûâåäåì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó S[s] îòíîñèòåëüíî áèëè-
íåéíîé ôîðìû 〈•, •〉s. Ïóñòü µ(ξ, η, k) è χ(ξ, η, k) � ñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç
ïàðû ýëåìåíòîâ � ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ïðè k, ξ, η ∈ R è àíàëèòè÷å-
ñêèõ ïî k â îêðåñòíîñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

〈S[s]µ, χ〉s =

∫ ∫
R2
dk dl

[
χ1(ξ, η, l)s2(k, l) exp(ikη)×

×
∫ ∞

−∞

dk′

−k + (k′ + i0)

(
exp(−ik′η)

∫ ∞

−∞
dl′s1(k

′, l′)µ2(ξ, η, l
′)

)
+

+χ2(ξ, η, l)s1(k, l) exp(−ikξ)×

×
∫ ∞

−∞

dk′

−k + (k′ − i0)

(
exp(ik′ξ)

∫ ∞

−∞
dl′s2(k

′, l′)µ1(ξ, η, l
′)

)]
=

Òåïåðü îñòàëîñü ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ � èíòåãðàëû ïî k, l
ñäåëàòü âíóòðåííèìè, à èíòåãðàëû ïî k′, l′ � âíåøíèìè:

〈S[s]µ, χ〉s =

∫ ∫
R2
dk′ dl′

[
s1(k

′, l′)µ2(ξ, η, l
′) exp(−ik′η)×

×
∫ ∞

−∞

dk

k′ − (k − i0)

(
exp(ikη)

∫ ∞

−∞
dlχ1(ξ, η, l)s2(k, l)

)
+

+s2(k
′, l′)µ1(ξ, η, l

′) exp(ik′ξ)×
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×
∫ ∞

−∞

dk

k′ − (k + i0)

(
exp(−ikξ)

∫ ∞

−∞
dlχ2(ξ, η, l)s1(k, l)

)]
= 〈µ, T [s]χ〉s.

Çäåñü

T [s]χ =

[
− exp(ilξ)

(
exp(−ilξ)

∫∞
−∞ dks1(k, l)χ2(ξ, η, k)

)−
,

− exp(−ilη)
(

exp(ilη)
∫∞
−∞ dks2(k, l)χ1(ξ, η, k)

)+]
,

Ñòðîêà, ñîïðÿæåííàÿ ê ψ(1) îòíîñèòåëüíî âòîðîé áèëèíåéíîé ôîðìû
(4.15) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Ðèìàíà:

ϕ(1)(ξ, η, l) = E(1)(ilξ) + T [s]ϕ(1).

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðîêó ϕ(2), ñîïðÿæåííóþ ê
ψ(2) = [ψ−21, ψ

−
22].

ϕ(2) = E(2)(ilη) + T [s]ϕ(2).

Òî åñòü, ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (6.2) è (6.3) ÿâëÿþòñÿ è ðåøåíèÿìè
çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé îòíîñèòåëüíî âòîðîé áèëèíåéíîé ôîðìû.

6.1.3 Âàðèàöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Çäåñü ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà äëÿ ôóíêöèé, ñîïðÿæåííûõ ê ψ+
(1)

è ψ−(2) îòíîñèòåëüíî ïåðâîé áèëèíåéíîé ôîðìû (4.8). Âûâîäÿòñÿ ôîðìó-
ëû äëÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëîâ è äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

Ïóñòü δqi � èíôèíèòèçèìàëüíàÿ âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëà. Óðàâíåíèå
äëÿ âàðèàöèè ψ+

(1) èìååò âèä:

δψ+
(1) = G1[q]δψ

+
(1) + G1[δq]ψ

+
(1). (6.4)

Âû÷èñëèì áèëèíåéíóþ ôîðìó:

(δψ+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))q = (G1[q]δψ

+
(1), φ(1))q + (G1[δq]ψ

+
(1), φ(1))q.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

(ψ+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))δq = (δψ+

(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))q+

+(ψ+
(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))δq.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî âû÷èñëèòü âàðèàöèþ s1(k, l):

δs1(k, l) =
1

4π
(δψ+

(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))q+

+
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), E(1)(ilξ))δq.

Ýòî äàåò:
δs1(k, l) =

1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))δq. (6.5)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ âàðèàöèè ïîòåíöè-

àëîâ ñ âàðèàöèåé ôóíêöèè s1(k, l).
Âòîðàÿ ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîäîá-

íûì îáðàçîì. Ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèè s2(k, l):

δs2(k, l) =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), φ(2)(ξ, η, l))δq. (6.6)

Òåïåðü âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèè ïîòåíöèàëà ïî
âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Íà ýòîì ïóòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôóíêöèè,
ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî âòîðîé áèëèíåéíîé ôîðìû (4.15).

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèâåäåíû âûøå (4.16), (4.17).
Ïóñòü δs1(k, l) è δs2(k, l) � èíôèíèòèçèìàëüíûå âàðèàöèè äàííûõ ðàññå-
ÿíèÿ. Èç (4.16) âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëà èìååò âèä:

δq1 =
−1

π
〈δψ(1)(ξ, η, l), E(1)(ikξ)〉s −

1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), E(1)(ikξ)〉δs.

Óðàâíåíèÿ äëÿ âàðèàöèè ñòðîêè ψ(1):

δψ(1)(ξ, η, l) = S[s]δψ(1) + S[δs]ψ(1).

Âû÷èñëèì áèëèíåéíóþ ôîðìó:

〈δψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k)〉s = 〈S[s]δψ(1), E(1)(ikξ)〉s+

〈ψ(1)(ξ, η, l), E(1)(ikξ)〉δs.

Èç (4.16) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

δq1 =
−1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k)〉δs. (6.7)
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Ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè q2:

δq2 =
1

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), ϕ(2)(ξ, η, k)〉δs. (6.8)

Ôîðìóëû (6.5) è (6.6) îïðåäåëÿþò âàðèàöèè ïîòåíöèàëîâ ïî âàðèàöèè
äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèé äàííûõ ðàññåÿ-
íèÿ ïî âàðèàöèÿì ïîòåíöèàëîâ � (6.7), (6.8). Ýòè ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ
áûëè âûâåäåíû ôîðìàëüíûì ïóòåì è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò è íå îïðå-
äåëÿòü âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ. Èçó÷åíèå èõ áóäåò ïðîäîëæåíî
â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

6.1.4 Ôèíèòíûå ïîòåíöèàëû

Â ýòîé ÷àñòè äîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû (6.5), (6.6) è (6.7), (6.8) îïðåäåëÿþò
ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Îáîçíà÷èì δqi = fi, i = 1, 2. Êîìïîçèöèÿ ôîðìóë (6.7), (6.8) è (6.5),
(6.6):

f̂1 =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))f ,

f̂2 =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), φ(2)(ξ, η, l))f ;

h1 =
−1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k)〉f̂ ,

h2 =
1

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), ϕ(2)(ξ, η, k)〉f̂ .

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü hi ≡ fi. Äîêàçàòåëüñòâî îñíî-
âàíî íà äâóõ ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö φ è ψ. Ïåðâîå ñâîéñòâî� àíà-
ëèòè÷íîñòü ïî k, l ∈ C, åñëè q1 è q2 � èìåþò ôèíèòíûé íîñèòåëü. Àíàëè-
òè÷íîñòü ñëåäóåò èç óðàâíåíèé Âîëüòåððà. Âòîðîå ñâîéñòâî � àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå φ è ψ ïðè |k| èëè |l| → ∞.

Àñèìïòîòèêè ψ±(1) è ψ∓(2) ïîëó÷åíû â [109]:

ψ±(1)(ξ, η, k) = exp(ikη)×

×

([
1

0

]
+

1

k

[
−i
4

∫ ξ
−∞ dξ′q1(ξ

′, η)q2(ξ
′, η)

i
2
q2

]
+O

( 1

k2

))
.
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ψ∓(2)(ξ, η, k) = exp(−ikξ)×

×

([
0

1

]
+

1

k

[
−i
2
q1

i
4

∫ η
−∞ dη′q1(ξ, η

′)q2(ξ, η
′)

]
+O

( 1

k2

))
.

Ñòîëáöû φ(1) è φ(2) èìåþò ïîõîæåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå:

φ(1)(ξ, η, k) = exp(ikξ)×

×

([
1

0

]
+

1

k

[
−i
4

∫ η
−∞ dη′q1(ξ, η

′)q2(ξ, η
′)

−i
2
q2

]
+O

( 1

k2

))
.

φ(2)(ξ, η, k) = exp(−ikη)×

×

([
0

1

]
+

1

k

[
i
2
q1

i
4

∫ ξ
−∞ dξ′q1(ξ

′, η)q2(ξ
′, η)

]
+O

( 1

k2

))
.

Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó ϕ(1) ïðè |k| → ∞. Ãëàâíûé ÷ëåí è ïîïðàâêà
èìåþò âèä:

ϕ(1)(ξ, η, k) =

([
exp(ikξ), 0

]
+

+
1

k

[ 1

2iπ
exp(ikξ)

∫ ∞

−∞
dk′
∫ ∞

−∞
dl s1(l, k

′)ϕ
(1)
2 (ξ, η, l) exp(ik′ξ),

1

2iπ
exp(−ikη)

∫ ∞

−∞
dk′
∫ ∞

−∞
dl s2(l, k

′)ϕ
(1)
1 (ξ, η, l) exp(ik′η)

]
+O

( 1

k2

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû :

q1 =
−1

π
〈E(1)(ilη), ϕ(1)(ξ, η, k)〉s,∫ η

−∞
dη′ q1(ξ, η

′)q2(ξ, η
′) =

=
2

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dl dk s2(k, l) exp(ikξ)ψ−21(ξ, η, l).

Âòîðàÿ èç ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷åíà â [109]. Ýòî äàåò:∫ η

−∞
dη′ q1(ξ, η

′)q2(ξ, η
′) =

=
2

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), E(1)(ikξ)〉s =

2

π
〈E(2)(ilη, ϕ(1)(ξ, η, k)〉s.
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Àñèìïòîòèêà ϕ(1) ïðè |k| → ∞ èìååò âèä:

ϕ(1)(ξ, η, k) =
[
exp(ikξ), 0

]
+

+
1

k

[exp(ikξ)

4i

∫ η

−∞
dη′ q1(ξ, η

′)q2(ξ, η),
exp(−ikη)

−2i
q1

]
+O(

1

k2
).

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ϕ(1) ïðè |k| → ∞:

ϕ(2)(ξ, η, k) =
[
0, exp(−ikη)

]
+

+
1

k

[exp(ikξ)

2i
q2,

exp(−ikη)
−4i

∫ ξ

−∞
dξ′ q1(ξ

′, η)q2(ξ
′, η)
]

+O(
1

k2
).

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü hi = fi. Êîìïîçèöèÿ ôîðìóë (6.7) è (6.5),
(6.6) äàåò:

h1 =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dk dl

(
ψ

(1)
1 (ξ, η, l)ϕ

(1)
1 (ξ, η, k)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ′ dη′×

×
[
ψ1

(2)(ξ
′, η′, k)φ1

(2)(ξ
′, η′, l)f2(ξ

′, η′)+

+ψ2
(2)(ξ

′, η′, k)φ2
(2)(ξ

′, η′, l)f1(ξ
′, η′)

]
+

+ψ
(1)
2 (ξ, η, l)ϕ

(1)
2 (ξ, η, k)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ′ dη′×

×
[
ψ1

(1)(ξ
′, η′, k)φ1

(1)(ξ
′, η′, l)f2(ξ

′, η′)+

+ψ2
(1)(ξ

′, η′, k)φ2
(1)(ξ

′, η′, l)f1(ξ
′, η′)

])
.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàëû ïî k è l êàê èíòåãðàëû íåñîáñòâåííûå èíòå-
ãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dk dl (. . . ) = lim

R→∞

∫ R

−R

∫ R

−R
dk dl (. . . ).

Ïåðåñòàâèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξ′ è η′ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî k
è l. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà ïî k è l â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè: k è l ∈ C. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
k è l ê áîëüøèì ïîëóîêðóæíîñòÿì â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ
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êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòåé ïàðàìåòðîâ k, l. Îáîçíà÷èì ýòè ïóòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ C+

R èëè C−
R . Ïðåäñòàâèì èíòåãðàëû ïî ξ′ è η′ êàê ñóììó èíòåãðàëîâ

ïî ξ′ ∈ (−∞, ξ], η′ ∈ (−∞, η] è ξ′ ∈ (ξ,∞), η′ ∈ (η,∞). Ïðåîáðàçóåì ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî k è l ê C+

R èëè C−
R ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâèì àñèì-

ïòîòèêè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïðè |k| → ∞ |l| → ∞. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì:

h =
1

4π
lim
R→∞

[(∫ ξ

−∞

∫ η

−∞
dξ′dη′f2(ξ

′, η′)

∫
C+

R

dk

∫
C+

R

dl+

∫ ∞

ξ

∫ ∞

η

dξ′dη′f2(ξ
′, η′)

∫
C−R

dk

∫
C−R

dl

)
×

[exp(il(η − η′))

l

i

2
q1(ξ

′, η′)
exp(ik(ξ − ξ′))

k

−i
2
q1(ξ

′, η′)
]
+(∫ ξ

−∞

∫ η

−∞
dξ′dη′f2(ξ

′, η′)

∫
C+

R

dk

∫
C+

R

dl+

∫ ∞

ξ

∫ ∞

η

dξ′dη′f2(ξ
′, η′)

∫
C−R

dk

∫
C−R

dl

)
×

[exp(il(ξ′ − ξ))

l

−i
2
q1(ξ, η)

exp(ik(η′ − η))

k

i

2
q1(ξ, η)

]
+(∫ ξ

−∞

∫ η

−∞
dξ′dη′f1(ξ

′, η′)

∫
C+

R

dk

∫
C+

R

dl+

∫ ∞

ξ

∫ ∞

η

dξ′dη′f1(ξ
′, η′)

∫
C−R

dk

∫
C−R

dl

)
×

f1(ξ
′, η′)

∫
CR

dk

∫
CR

dl
[(

1 +
1

l

−i
4

∫ ξ

−∞
dξ′′q1(ξ

′′, η)q2(ξ
′′, η)

)
exp(ilη)×

(
1 +

1

k

1

4i

∫ η

−∞
dη′′ q1(ξ, η

′′)q2(ξ, η
′′)
)

exp(ikξ)×

(
1 +

1

k

i

4

∫ η′

−∞
dη′′ q1(ξ

′, η′′)q2(ξ
′, η′′)

)
exp(−ikξ′)×

(
1 +

1

l

i

4

∫ ξ′

−∞
dξ′′ q1(ξ

′′, η′)q2(ξ
′′, η′)

)
exp(−ilη′)

]]
.
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Çàòåì òðàíñôîðìèðóåì ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ îáðàòíî íà âåùåñòâåí-
íûå îñè =(l) = 0 è =(k) = 0. Ýòî äàåò:

h =
1

4π
lim
R→∞

∫ ∞

−∞
dξ′
∫ ∞

−∞
dη′×

∫ R

−R
dk

∫ R

−R
dl f1(ξ

′, η′) exp(il(η − η′)) exp(ik(ξ − ξ′)) = f1.

Óòâåðæäåíèå îá ýêèâàëåíòíîñòè äîêàçàíî.
Òåîðåìà 22. Ïóñòü q1 è q2 � ãëàäêèå ôóíêöèè ñ ôèíèòíûì íîñèòåëåì.

Åñëè f1 è f2 ãëàäêèå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ξ, η ∈ R, òîãäà

f1 è f2 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå:

f1 =
−1

π
〈ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k)〉f̂ ,

f2 =
1

π
〈ψ(2)(ξ, η, l), ϕ(2)(ξ, η, k)〉f̂ ,

ãäå

f̂1 =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))f ,

f̂2 =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), φ(2)(ξ, η, l))f .

6.1.5 Òåîðåìà îá èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè

Â ïðåäûäóùåé ÷àñòè áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé
èç L1 ∩ C1 â âèäå èíòåãðàëà ïî ïðîèçâåäåíèÿì ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ
ñèñòåìîé Äèðàêà, êîãäà q1,2 èìåþò ôèíèòíûå íîñèòåëè. Â ýòîì ðàçäå-
ëå ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî äëÿ ïîòåíöèàëîâ áîëåå
øèðîêîãî êëàññà, ïðàâäà ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ íàëàãàòü íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñêëàäûâàåìûå ôóíêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 20 ìû àïïðîêñèìèðóåì ïîòåíöèàëû q1

è q2 ïîòåíöèàëàìè N
q1 è N

q2 ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Äëÿ ε > 0 ïðèìåì
N(ε) > 0 òàêèå, ÷òî ||∂α N

q 1,2 −∂αq1,2||L1 = O(ε), ãäå |α| ≤ 3 è N
q 1,2= q1,2

äëÿ ξ2+η2 ≤ N(ε); è N
q 1,2= 0 äëÿ ξ2+η2 > 2N(ε). Îáîçíà÷èì ïîãðåøíîñòü

àïïðîêñèìàöèè ε
q1,2= q1,2−

N
q 1,2. Âñþäó â ýòîé ÷àñòè âåðõíèé ñèìâîë N

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Ãóðñà ñ ïîòåíöèàëàìè N
q 1,2. Âåðõíèì
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ñèìâîëîì ε îòìå÷àþòñÿ ôóíêöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîãðåøíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè ε

q1,2.

Ëåììà 14. : ||
N

ψ±ij − ψ±ij ||C3 = O(ε), äëÿ i, j = 1, 2. Çäåñü
N

ψ±ij � ýëåìåíòû

ìàòðèöû � ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ñ ïîòåíöèàëàìè
N
q 1 è

N
q 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì χ± âûðàæåíèå

χ±(ξ, η, k) =

(
exp(−ikη) 0

0 exp(ikξ)

)
ψ±(ξ, , η, k). (6.9)

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó χ± â âèäå χ± =
N
χ± +

ε
χ±. Çäåñü N

χ± � òàêîå æå âû-
ðàæåíèå ÷åðåç N

ψ êàê (6.9). Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà äëÿ ñòîëáöà ε
χ+
(1) èìåþò

âèä:
ε
χ+

(1) = G1[
ε
q]

N
χ+

(1) + G1[q]
ε
χ+

(1), (6.10)
ãäå

G1[q]
ε
χ+

(1) =
1

2

(
−
∫ ξ
−∞ dξ′ q1(ξ

′, η)
ε
χ+

21(ξ
′, η, k)∫∞

η
dη′ q2(ξ, η

′)
ε
χ+

11(ξ, η
′, k) exp(ik(η′ − η))

)
.

Ðÿäû Íåéìàíà äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñõîäÿòñÿ è | ε
χ+

11| + |
ε
χ+

21| = O(ε)

äëÿ ∀ξ, η ∈ R. Òàêèå æå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîäíûõ: |∂α ε
χ

+
11|+ |∂α

ε
χ+

21| = O(ε) for ∀ξ, η ∈ R ïðè |α| ≤ 3.
Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ε

χ±
(2) è

ε
χ−

(1). Ëåììà äîêàçà-
íà.

Íèæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ε
χ± ïðè |k| →

∞.
Ëåììà 15. : Ïðè |k| → ∞ àñèìïòîòèêà

ε
χ± èìååò âèä

ε
χ±

(1) =
1

k

(
− i

4

∫ ξ
−∞ dξ′ (

ε
q1

N
q 2 +

ε
q2 q1)

i
2

ε
q2

)
+O(k−2). (6.11)

Ýòà àñèìïòîòèêà ðàâíîìåðíà ïðè ξ, η ∈ R. Îñòàòîê äèôôåðåíöèðóåì

ïî ξ:

ε
χ±

(2) =
1

k

(
−i
2

ε
q1

i
4

∫ ξ
−∞ dη′ (

ε
q2

N
q 1 +

ε
q1 q2)

)
+O(k−2). (6.12)
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Ôîðìóëà ðàâíîìåðíî ïðèãîäíà ïðè ξ, η ∈ R. Îñòàòîê äèôôåðåíöèðóåì

ïî η.

Àñèìïòîòèêà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêæå, êàê è àñèìïòîòèêà ψ±.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 20. Îáîçíà÷èì

N

f i=
1

4π
(
N

ψ(i) (ξ, η, k),
N

φ(i) (ξ, η, l))f .

Ïðåäñòàâèì f1 êàê

f1 =
−1

π
<
N

ψ(1)(ξ, η, l),
N
ϕ(1)(ξ, η, k) >N

f
.

Îöåíèì ðàçíîñòü f1 − h1, ãäå
h1 =

−1

π
< ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k) >f̂ .

f1 − h1 = −1
π
<
N

ψ(1)(ξ, η, l),
N
ϕ(1)(ξ, η, k) >N

f

+ 1
π
< ψ(1)(ξ, η, l), ϕ(1)(ξ, η, k) >f̂

(6.13)

=
−1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dk dl

[ N
f 2 (k, l)

×
( N
ψ−11(ξ, η, l)

N
ϕ11 (ξ, η, k)− ψ−11(ξ, η, l)ϕ11(ξ, η, k)

)
+
( N

f 2 (k, l)− f̂2(k, l)
)
ψ−11(ξ, η, l)ϕ11(ξ, η, k)

+
N

f 1 (k, l)
( N
ψ+

12(ξ, η, l)
N
ϕ12 (ξ, η, k)− ψ+

12(ξ, η, l)ϕ12(ξ, η, k)
)

+
( N

f 1 (k, l)− f̂1(k, l)
)
ψ+

12(ξ, η, l)ϕ12(ξ, η, k)
]
.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå è îöåíèì èõ ïî-îòäåëüíîñòè. Îáî-
çíà÷èì

I1 =
−1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dk dl

N

f 2 (k, l)

×
( N
ψ−11(ξ, η, l)

N
ϕ11 (ξ, η, k)− ψ−11(ξ, η, l)ϕ11(ξ, η, k)

)
.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

|
N

ψ−11(ξ, η, l)
N
ϕ11 (ξ, η, k)− ψ−11(ξ, η, l)ϕ11(ξ, η, k)| = O(ε).

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî I1 = O(ε) äîñòàòî÷íî, ÷òî N

f 2 (k, l) ∈ L1.
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Ëåììà 16. :
N

f 2 (k, l) ∈ L1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó N

f 2 (k, l) ïðè |k| → ∞ ðàâ-
íîìåðíóþ ïðè l ∈ R è àñèìïòîòèêó N

f 2 (k, l) ïðè |l| → ∞ ðàâíîìåðíóþ
ïðè k ∈ R:

N

f 2=
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη×

×
[(−1

2k

N
q 1 (ξ, η) + O(k−2)

)
exp(−ikξ)

N

φ12 (ξ, η, l)+

(
1 +

i

4k

∫ η

−∞
dη′

N
q 1 (ξ, η′)

N
q 2 (ξ, η′) + O(k−2)

)
exp(−ikξ)

N

φ22 (ξ, η, l)
]
.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë êàê ñóììó èíòåãðàëîâ. Ïðîèíòåãðèðóåì ÷ëåíû, ñ
àñèìïòîòèêîé O(k−1) ïðè |k| → ∞ ïî ÷àñòÿì ïî ξ. Äâàæäû ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî ÷àñòÿì ïî ξ ÷ëåí

I ′1 =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη f2(ξ, η) exp(−ikξ)

N

φ22 (ξ, η, l).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
N

f 2= O(k−2), ïðè |k| → ∞ ðàâíîìåðíî ïðè l ∈ R.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü
N

f 2= O(l−2), ïðè |l| → ∞ ðàâíîìåðíî ïðè k ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî N

f 2∈ L1. Ëåììà äîêàçàíà.
Â ðåçóëüòàòå I1 = O(ε).
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷ëåí èç ôîðìóëû (6.13):

I2 =
1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dk dl ψ−11(ξ, η, l)ϕ11(ξ, η, k)(

N

f 2 (k, l)− f̂2(k, l)).

Ëåììà 17. : ||
N

f 2 −f̂2(k, l)||L1 = O(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî:

N

f 2 (k, l)− f̂2(k, l) =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη

[
f2(ξ, η)



Ãëàâà 6. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 162

×
[( N
ψ12 (ξ, η, k)− ψ12(ξ, η, k)

) N
φ12 (ξ, η, l)

+
( N
φ12 (ξ, η, l)− φ12(ξ, η, l)

) N
ψ12 (ξ, η, k)

]
+f1(ξ, η)

[( N
ψ22 (ξ, η, k)− ψ22(ξ, η, k)

) N
φ22 (ξ, η, l)

+
( N
φ22 (ξ, η, l)− φ22(ξ, η, l)

) N
ψ22 (ξ, η, k)

]]
. (6.14)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ξ è η. Ðàññìîòðèì àñèì-
ïòîòèêó îäíîãî èç ñëàãàåìûõ ïðè |k| → ∞:

J1 =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη f1(ξ, η)

( N
ψ22 (ξ, η, k)− ψ22(ξ, η, k)

) N
φ22 (ξ, η, l)

=
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dξ dη f1(ξ, η)

[ i
4k

∫ η

−∞
dη′
( ε
q2 (ξ, η′)

N
q 1 (ξ, η′)

+
ε
q1 (ξ, η′)

N
q 2 (ξ, η′)

)
+O(k−2)

]
exp(ikξ)

N

φ22 (ξ, η, l).

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïî ξ ïîëó÷èì
J1 = O(ε)O(k−2) ïðè |k| → ∞, l ∈ R.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü
J1 = O(ε)O(l−2) ïðè |l| → ∞, k ∈ R.

Áîëåå òîãî , J1 = O(ε) ïðè k, l ∈ R. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 14. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

||J1||L1 = O(ε).

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îöåíèòü îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå â (6.14). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå ëåììû 17.

Èç ëåììû 17 ñëåäóåò I2 = O(ε). Äðóãèå ñëàãàåìûå èç ôîðìóëû (6.13)
îöåíèâàþòñÿ òàê æå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

|f1 − h1| = O(ε) ïðè ξ, η ∈ R.

Òàêàÿ æå ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ f2 è h2:
|f2 − h2| = O(ε) ïðè ξ, η ∈ R.

Ïóñòü ε→ 0. Òîãäà ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 20.
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6.1.6 Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Çäåñü èçó÷àåòñÿ âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ âàðèàöèé äàííûõ ðàññåÿíèÿ â ñïå-
öèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà q1 = Q, q2 = κQ̄, è Q � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ÄÑ-1 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè g1|ξ→−∞ = 0 and g2|η→−∞ = 0.

Âàðèàöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Û2 =
1

4π
(ψ−(2)(ξ, η, k), φ(2)(ξ, η, l))U ,

Û1 =
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))U .

Çäåñü U(ξ, η, t) � ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ëÄÑ-1 (6.1) è U2 =

κŪ1. Â ýòîì ñëó÷àå ψ+
(1) = ψ+

(1)(ξ, η, k, t) è îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé [106]

∂tψ
+
(1) = ik2ψ+

(1) + i
( 1 0

0 −1

)
(∂ξ − ∂η)

2ψ+
(1)

+i
( 0 q1

q2 0

)
(∂ξ − ∂η)ψ

+
(1) +

( ig1 −i∂ηq1
i∂ξq2 −ig2

)
ψ+

(1). (6.15)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî φ(1) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

∂tφ(1) = ik2φ(1) + i
( 1 0

0 −1

)
(∂η − ∂ξ)

2φ(1)−

−i
( 0 q1

q2 0

)
(∂η − ∂ξ)φ(1) +

( ig2 i∂ξq1

−i∂ηq2 −ig1

)
φ(1). (6.16)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Û1 ïî t:

∂tÛ1 =
1

4π
(∂tψ

+
(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))U+

+
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), ∂tφ(1)(ξ, η, l))U +
1

4π
(ψ+

(1)(ξ, η, k), φ(1)(ξ, η, l))∂tU .

Äàëüøå, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíóþ îò ψ+
(1) ñîãëàñíî (6.15), ïðîèçâîäíóþ îò

φ(1) ñîãëàñíî (6.16) è ïðîèçâîäíûå îò U1 è U2 ñîãëàñíî (6.1), ïîëó÷èì
èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì. Çàòåì ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ
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ïî ÷àñòÿì ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ψ è φ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì:

∂tÛ1 = i(k2 + l2)Û1 + F̂1.

Òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü:

∂tÛ2 = −i(k2 + l2)Û2 + F̂2.

Òåîðåìà 21 äîêàçàíà.

6.2 Âîçìóùåíèå äðîìèîíà

Çäåñü ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîãî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåèíòåãðèðóåìîãî ÌÎÇÐ óðàâíåíèÿ

i∂tQ+
1

2
(∂2
ξ + ∂2

η)Q+ (g1 + g2)Q = εiF,

∂ξG1 = −κ
2
∂η|Q|2, ∂ηG2 = −κ

2
∂ξ|Q|2. (6.17)

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð, F ≡ AQ � âîçìóùàþùèé îïåðàòîð.
ßâíûé âèä âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ, íàïðèìåð,

ìàëûìè íåðîâíîñòÿìè äíà èëè ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê â èñõîäíîé,
íåñêîëüêî áîëåå ôèçè÷íîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ
[100, 101]. Äëÿ ïðîñòîòû âçÿòî ëèíåéíîå âîçìóùåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñëà-
áóþ íåðîâíîñòü äíà. Äðóãèå âîçìóùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, çäåñü îáñóæäàòüñÿ íå áóäóò, õîòÿ ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü óðàâíåíèå
(6.17) ñ äîñòàòî÷íî øèðîêèì êëàññîì âîçìóùàþùèõ îïåðàòîðîâ.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåíèå äðîìèîííîãî ðåøåíèÿ (4.18) íåâîç-
ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ÄÑ-1. Ðåøåíèå (4.18) óðàâíåíèÿ (4.1) õîðîøî èç-
âåñòíî â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî, ïî-âèäèìîìó, ïåðâîå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé
(2+1)-ìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàåò âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Åñëè κ = −1, à ïîñòîÿííàÿ
ρ òàêîâà, ÷òî |ρ| > 16

µλ
, ýòî ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòè íà íåêîòîðûõ ëè-

íèÿõ η = const è ξ = const.
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Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ðåøåíèé äëÿ âîçìó-
ùåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé � äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíî. Íàèáîëåå ïî-
äðîáíî èññëåäîâàíû âîçìóùåíèÿ (1+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé: ïîñòðîåíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïðèãîäíûå íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà îáðàòíîé âå-
ëè÷èíû ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ; ïîäðîáíî èññëåäîâàíû óðàâíåíèÿ äëÿ
ïîïðàâîê [124, 119, 125, 37]. Â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò èññëåäóåòñÿ
íåóñòîé÷èâîñòü êâàçèîäíîìåðíûõ ðåøåíèé (2+1)-ìåðíûõ óðàâíåíèé ïî
îòíîøåíèþ ê òðàíñâåðñàëüíûì âîçìóùåíèÿì [32, 98, 70]. Âîçìóùåíèå
ñóùåñòâåííî äâóìåðíûõ ðåøåíèé ìåíåå ðàçâèòàÿ òåìàòèêà.

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîçìîæíîñòü ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ëèíåà-
ðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
ïðåäëîæåííîãî âûøå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ôó-
ðüå.

6.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïî mod(O(ε2)) ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.17) ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (4.19) áóäåì èñêàòü â âèäå:

Q(ξ, η, t, ε) = W (ξ, η, t, τ) + εU(ξ, η, t, τ),

G1(ξ, η, t, ε) = g1(ξ, η, t, τ) + εh1(ξ, η, t, τ), (6.18)
G2(ξ, η, t, ε) = g2(ξ, η, t, τ) + εh2(ξ, η, t, τ)

ãäå τ = εt � ìåäëåííîå âðåìÿ. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä:

W (ξ, η, t, τ) = q(ξ, η, t; ρ(τ)),

g1(ξ, η, t, τ) = u1(η)−
κ

2

∫ ξ

−∞
dξ′∂η|W (ξ′, η, t, τ)|2,

g2(ξ, η, t, τ) = u2(ξ)−
κ

2

∫ η

−∞
dη′∂ξ|W (ξ, η′, t, τ)|2.

Çäåñü q(ξ, η, t; ρ) � äðîìèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äåâè-Ñòþàðòñîíà-1:

q(ξ, η, t; ρ) =
µλρ exp(it(λ2 + µ2))

2 cosh(µξ) cosh(λη)(1− κ|ρ|2 µλ
16

(1 + tanh(λη))(1 + tanh(µξ)))
,
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ôóíêöèè u1(η) è u2(ξ) ñîîòâåòñòâóþò äðîìèîííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u1(ξ) =
λ2

2 cosh2(λη)
, u2(ξ)

µ2

2 cosh2(µξ)
.

Îáîçíà÷èì γ(τ) = 1− κµλ
4
|ρ(τ)|2, γ0 = γ(0).

Òåîðåìà 23. Åñëè

γ(τ) = γ
exp(2Aτ)
0 , Arg(ρ(τ)) ≡ const,

ãäå γ0 > 1 ïðè κ = −1 è 0 < γ0 < 1 ïðè κ = 1, òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå

ïî mod(O(ε2)) ðåøåíèå (6.19) ðàâíîìåðíî ïðèãîäíî ïðè t = O(ε−1).

Çàìå÷àíèå 11. Íà áîëåå øèðîêîì èíòåðâàëå âðåìåíè t� ε−1 log(log(ε−1))

ôîðìóëû (6.19) äàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîãî óðàâíå-

íèÿ ÄÑ-1 ïî mod(o(1)).

Ïðîâåäåííûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïðèãîäåí äëÿ âîçìóùåíèé ðå-
øåíèé âèäà (4.18) áåç ñèíãóëÿðíîñòåé, òî åñòü åñëè κ = 1, òîãäà |ρ| <
16/µλ. Â ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêå ìîäóëü ïàðàìåòðà ρ çàâèñèò îò τ .
Åñëè êîýôôèöèåíò â âîçìóùåíèè A < 0 òîãäà |ρ| ðàñòåò ñî âðåìåíåì è
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå τs ïðè êîòîðîì ρ = 16/(λµ), ïðè ïîäõîäå
ê ýòîìó çíà÷åíèþ τs ïîñòðîåííàÿ àñèìïòîòèêà ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíîé.

Ðàçâèòèå ñèíãóëÿðíîñòåé â ðåøåíèè íåèíòåãðèðóåìûõ ìåòîäîì îáðàò-
íîé çàäà÷è ñèñòåì óðàâíåíèé òèïà Äåâè-Ñòþàðòñîíà èçâåñòíûé ýôôåêò
[138].
Çàìå÷àíèå 12. Óðàâíåíèå ìîäóëÿöèè äëÿ |ρ(τ)| ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

èç "ýíåðãåòè÷åñêîãî"ðàâåíñòâà ([69]):

∂t

∫ ∫
R2
dξdη|Q|2 = ε

∫ ∫
R2
dξdη(QF̄ − Q̄F ).

6.2.2 Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Âîñïîëüçîâàâøèñü áàçèñíîñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïðèâåäåííîãî â òåîðåìå 20,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ ÄÑ-1. Çäåñü çàâèñèìîñòü ĥ îò âðåìåíè íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ïî-
ëó÷åííîé â 6.1 èç-çà òîãî, ÷òî èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 ñ
íåíóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4.2).
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Òåîðåìà 24. Ïóñòü q1 = Q è q2 = κQ̄ ãäå Q � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-1

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè G1|ξ→−∞ = u1 è G2|η→−∞ = u2, è Q óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 20, ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ÄÑ-1

� ãëàäêàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ U ïî ξ è η, ãäå ∂αU ∈ L1 ∩ C1 è

∂αF ∈ L1 ∩ C1, äëÿ |α| ≤ 4 è t ∈ [0, T0]. Òîãäà

∂tÛ1 = i(k2 + l2)Û1 +

∫
dk′Û1(k − k′, l, t)χ(k′) +∫

dl′Û1(k, l − l′, t)κ(l′) + F̂1, (6.19)

∂tÛ2 = −i(k2 + l2)Û2 +

∫
dk′Û2(k − k′, l, t)χ(k′) +∫
dl′Û2(k, l − l′, t)κ(l′) + F̂2. (6.20)

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 òîæäåñòâåííûå
íóëè, òîãäà χ ≡ κ ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû òåîðåìû 20 ïîçâîëÿþò
ÿâíî ðåøèòü ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ÄÑ-1. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìà-
òðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄÑ-1 ñ íåíóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè, ýòî ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíûì ñëàãàåìûì â ôîðìóëàõ òåîðåìû 20.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ íåîá-
õîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëû (6.19) è (6.20). Â ïðàâîé ÷àñòè (6.19)
è (6.20) èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå íè÷òî èíîå, êàê ñâåðòêè. Ïåðåéäåì ê
óðàâíåíèÿì äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé Û(k, l, t, τ) ïî ïåðåìåííûì k è
l. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

i∂tŨ1 + (∂2
ξ + ∂2

η)Ũ1 + (u2(ξµ) + u1(ηλ))Ũ2 = F̃ . (6.21)

Çäåñü
Ũ1(ξ, η, t, τ) =

1

2π

∫
R2
dkdlÛ(k, l, t, τ) exp(−ikη − ilξ);

F̃ (ξ, η, t, τ) =
1

2π

∫
R2
dkdlF̂ (k, l, t, τ) exp(−ikη − ilξ).

Òàêîå æå óðàâíåíèå, òîëüêî ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ áûëî ïîëó÷åíî ïðè
àíàëèçå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äàííûõ ðàññåÿíèÿ ñèñòåìû ÄÑ-1 â [109].

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (6.21) ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû
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äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñíîãî íàáîðà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè-
âåäåíû, íàïðèìåð, â [109]. Â íàøåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.21)
ìåòîäîì Ôóðüå èìååò âèä:

Ũ(ξ, η, t) =
1

2π

∫
R2
dmdn×

×Ŭ(m,n, t)X(ξ,m)Y (η, n) exp(−it(m2 + n2)) +

+
1√
2π

∫
R
dnŬµ(n, t)Y (η, n)Xµ(ξ) exp(−it(n2 − µ2)) +

+
1√
2π

∫
R
dmŬλ(m, t)X(ξ,m)Yλ(η) exp(−it(m2 − λ2)) +

+Ŭµ,λXµ(ξ)Yλ(η) exp(it(µ2 + λ2)).

Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

X(m, ξ) =
µ tanh(µξ) + im

im− µ
exp(−imξ), Xµ(ξ) =

µ

2 ch(µξ)
;

Y (n, η) =
λ tanh(λη) + in

in− λ
exp(−inη), Yλ(η) =

λ

2 ch(λη)
;

∂tŬ = i(m2 + n2)Ŭ + F̆ (m,n, t), ∂tŬµ = i(n2 − µ2)Ŭ + F̆µ(n, t),

∂tŬλ = i(m2 − λ2)Ŭ + F̆λ(m, t), ∂tŬµλ = −i(λ2 − µ2)Ŭ + F̆µλ(t),

Ŭ |t=0 = Ŭµ|t=0 = Ŭλ|t=0 = Ŭµλ|t=0 = 0;

F̆ (m,n, t) =

∫
R2
dξdηF̃ (ξ, η, t)X̄(m, ξ)Ȳ (n, η),

F̆µ(n, t) =

∫
R2
dξdηF̃ (ξ, η, t)X̄µ(ξ)Ȳ (n, η),

F̆λ(m, t, τ) =

∫
R2
dξdηF̃ (ξ, η, t)X̄(m, ξ)Ȳλ(η),

F̆µλ(t, τ) =

∫
R2
dξdηF̃ (ξ, η, t)X̄µ(ξ)Ȳλ(η).

6.2.3 Óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè

Â ýòîé ÷àñòè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ìåäëåííîé äåôîðìàöèè ïàðàìåòðà
ρ(τ). Îíî âûâîäèòñÿ, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè
ïåðâîé ïîïðàâêè àñèìïòîòèêè â ôîðìóëå (6.19).
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Ïîäñòàâèì ôîðìóëó (6.19) â óðàâíåíèå (6.17). Ïðèðàâíÿåì êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε. Óðàâíåíèå ïðè ε0 óäîâëå-
òâîðÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî W,G1, G2 � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå íåâîç-
ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (4.1). Äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ïîëó÷èì ëèíåàðèçî-
âàííîå óðàâíåíèå ÄÑ-1:

i∂tU + (∂2
ξ + ∂2

η)U + (G1 +G2)U + (V1 + V2)W = iH (6.22)
∂ξV1 = −κ

2
(WŪ + W̄U), ∂ηV2 =

−κ
2
∂ξ(WŪ + W̄U),

çäåñü
H = AW − ∂τW.

Íà÷àëüíîå è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé U, V1 è V2 � íóëåâûå.
Ïðåæäå, ÷åì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà äëÿ

ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ, âûÿñíèì âèä ïðàâîé ÷àñòè â ïåð-
âîì èç óðàâíåíèé (6.23). Îò ìåäëåííîãî âðåìåíè τ â ãëàâíîì ÷ëåíå ìîæåò
çàâèñåòü ëèøü îäèí ïàðàìåòð ρ = ρ(τ). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû â ôîðìóëå
äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè è íå ìåíÿþòñÿ ïðè âîçìóùåíèè óðàâíåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòà-
âèì ρ(τ) = r(τ) exp(iα(τ)), ãäå r(τ), α(τ) âåùåñòâåííûå. Ïðîèçâîäíàÿ ïî
ìåäëåííîìó âðåìåíè â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

∂τW = ∂rWr′ + ∂αWα′.

Çäåñü íåèçâåñòíû ïðîèçâîäíûå r′ è α′. Îíè áóäóò îïðåäåëåíû íèæå.
Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ îáðàçà Ĥ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè òå-

îðåìû 24 è âèäîì ôóíêöèé ψ+ è φ, ïðèâåäåííûõ â 4.1.4 è â ïðèëîæåíèè
6.2.5, ïîëó÷èì:

Ĥ(k, l, t, τ) = exp(−it(λ2 + µ2))

(
P̂ (k, l; ρ)− R̂(k, l; ρ)∂τρ

)
,

ãäå
P̂ (k, l; ρ) = exp(it(λ2 + µ2))îAW, R̂(k, l; ρ) = exp(it(λ2 + µ2))∂̂τW.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ âûäåëåíà â ÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t. Òàêîé
âèä óäîáåí äëÿ âûÿâëåíèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ â ôîðìàëüíîì àñèìïòîòè-
÷åñêîì ðàçëîæåíèè (6.19). Âûïèøåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
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Ŭ :
∂tŬ = i(m2 + n2)Ŭ + exp(−it(λ2 + µ2))(P̆ (m,n; ρ)− R̆(m,n; ρ)),

∂tŬµ = i(n2 − µ2)Ŭ + exp(−it(λ2 + µ2))(P̆µ(n; ρ)− R̆µ(n; ρ)),

∂tŬλ = i(m2 − λ2)Ŭ + exp(−it(λ2 + µ2))(P̆λ(m; ρ)− R̆λ(m; ρ)),

∂tŬµλ = −i(λ2 − µ2)Ŭ + exp(−it(λ2 + µ2))(P̆µλ(ρ)− R̆µλ(ρ)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ê ñåêóëÿðíûì ñëàãàåìûì â îáðàçàõ Ŭ ïðèâîäèò íåîä-
íîðîäíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äëÿ Ŭµλ. Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ýòîãî
ñëàãàåìîãî è åñòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ρ(τ):

R̆µλ − P̆µλ = 0, ρ|τ=0 = ρ0. (6.23)
Â ðåçóëüòàòå Ŭµλ ≡ 0. Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îáðàçîâ Ŭ ëåãêî èí-

òåãðèðóþòñÿ. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî âñåì
ñâîèì àðãóìåíòàì.

Äëÿ óòâåðæäåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè ïåðâîé ïîïðàâêè U, V1, V2 îñòà-
åòñÿ âåðíóòüñÿ îò îáðàçîâ Ŭ ê ïðîáðàçàì. Ìîæíî çàìåòèòü, êàê ïðÿìûå
(îò U ê Ŭ), òàê è îáðàòíûå (îò Ŭ ê U) èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ãëàäêèõ, ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàþùèõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ôóíêöèé. Ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò òàêèå ôóíêöèè â àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïåðåâîäèò àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùóþ. Òà-
êèì îáðàçîì, ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè
àñèìïòîòèêè U(ξ, η, t, τ) � ïðîáðàç ïîñòðîåííûõ ôóíêöèé Û � îêàçûâàåò-
ñÿ îãðàíè÷åííûì è ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì.

6.2.4 Óðàâíåíèå ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà

Óðàâíåíèå (6.23) ïðèâåäåì ê áîëåå óäîáíîìó äëÿ àíàëèçà âèäó. Äëÿ ýòî-
ãî çàïèøåì â ÿâíîì âèäå ïðîèçâîäíóþ ãëàâíîãî ÷ëåíà ïî ìåäëåííîìó
âðåìåíè τ .

i∂τW = −α′W + i

[
W − 2W

1− κr2 µλ
16

(1 + tanh(µξ))(1 + tanh(λη))

]
r′

r
. (6.24)
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Âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàçû (̆·)µλ äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â
ôîðìóëå (6.24). Çäåñü óäîáíî îáîçíà÷èòü µλr2/4 = Γ

˘(W )µλ =
κρ̄ exp(−it(λ2 + µ2))

8
(κΓ− 1) log |1− κΓ|;

˘(iW )µλ = −iκΓρ exp(−it(λ2 + µ2))

8
.

Îáîçíà÷èì îáðàç ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èç (6.24) h̆µλ. Îí èìååò âèä:

h̆µλ =
r′

r

κρ̄ exp(−it(λ2 + µ2))

8
(1− κΓ)

(
1

1− κΓ
− 1− log |1− κΓ|

)
.

Îáðàç (̆·) ñëàãàåìîãî AW ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ïîõîæåì âèäå.
Ïîäñòàâèì ýòè ôîðìóëû â (6.23), ðàçäåëèì ìíèìóþ è âåùåñòâåííóþ

÷àñòè â ýòîì óðàâíåíèè â ðåçóëüòàòå:
α′ = 0,

r′

r
(κΓ− 1) log |1− κΓ| − r′

r

(
κΓ− (1− κΓ) log |1− κΓ|

)
+

A(κΓ− 1) log |1− κΓ| = 0.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ Γ, âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè-
äå:

dΓ

dτ
= −2κA(1− κΓ) log |1− κΓ|.

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà
ρ. Àðãóìåíò ýòîãî ïàðàìåòðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûáðàííîì âîçìóùåíèè
F = AQ.

Îáîçíà÷èì γ = 1 − κΓ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äëÿ γ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì:

γ′ = 2Aγ log(γ).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:
γ(τ) = exp(C exp(2Aτ)),

ãäå γ|τ=0 = exp(C), òîãäà ïîëó÷èì:
γ(τ) = γ

exp(2Aτ)
0 .

Òåîðåìà 23 äîêàçàíà.
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6.2.5 Ïðèëîæåíèÿ

ßâíûå ôîðìóëû Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèè, ñîïðÿæåííûå ê ôóíêöèÿì ψ± îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ
áèëèíåéíûõ ôîðì.

Âûïèøåì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýëåìåí-
òû ìàòðèö-ôóíêöèè φ � ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé ðåøå-
íèÿì çàäà÷è (4.3), (1.4), îòíîñèòåëüíî ïåðâîé áèëèíåéíîé ôîðìû (4.8).
Ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû φ � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

φ11(ξ, η, l, t) = exp(ilξ) +
1

2

∫ η

−∞
dη′Q(ξ, η′, t)φ21(ξ, η

′, l, t),

φ21(ξ, η, l, t) =
−1

2

∫ ∞

ξ

dξ′Q̄(ξ′, η, t)φ11(ξ
′, η, l, t).

Âòîðîé ñòîëáåö φ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà:

φ12(ξ, η, l, t) =
1

2

∫ ∞

η

dη′Q(ξ, η′, t)φ22(ξ, η
′, l, t),

φ22(ξ, η, l, t) = exp(−ilη) +
1

2

∫ ξ

−∞
dξ′Q̄(ξ′, η, t)φ12(ξ

′, η, l, t).

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû φ èñïîëüçîâàâøèåñÿ
â ï.6.2.4:(

φ11

φ21

)
=

(
exp(ilξ)

0

)
+

∫∞
ξ

dpµ exp(ikp))
2 cosh(µp)

(1−κ|ρ|2 λµ
16

(1+tanh(µξ))(1+tanh(λη))
×

×

(
−κ|ρ|2λµ(1+tanh(µξ))

8 cosh(µξ)
−κρ̄λ exp(−it(λ2+µ2))

2 cosh(λη)

)
. (6.25)



Ãëàâà 7

Àñèìïòîòèêè ìíîãîìåðíûõ

èíòåãðàëîâ

Ýòà ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ïîñòðîåíû àñèìïòîòè-
êè èíòåãðàëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (3.53) â îêðåñòíîñòÿõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôàçîâîé ôóíêöèè
îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòû. Ýòà ÷àñòü ãëàâû íîñèò âî ìíîãîì âñïîìî-
ãàòåëüíûé õàðàêòåð � èññëåäóåìûå çäåñü èíòåãðàëû âñòðå÷àþòñÿ â òåê-
ñòå äèññåðòàöèè, â ÷àñòè ïîñâÿùåííîé ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè-2.

Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèê ìíîãîìåðíûõ
èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé. Ýòà ÷àñòü
ðàáîòû ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé ñàìà ïî ñåáå.

Âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèê îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ ñî ñëàáîé îñîáåííî-
ñòüþ è áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé ïðîâåäåíî â [78] c.26, [67]
ñ.332. Àñèìïòîòèêà ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ áåç îñîáåííîñòåé ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ýêñïîíåíòàìè ïîäðîáíî
èçó÷åíà â [78], [4]. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ Êîøè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùåé ýêñïîíåíòîé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäîâàíà â [78], â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ðàáîòå àâòîðà [40]. Àñèìïòîòèêè
ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ èññëåäîâàíû íå ñòîëü
ïîäðîáíî. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå èíòåãðàëû ñïåöèàëüíîãî âèäà ïî êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå àâòîðà [45].

173
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7.1 Àñèìïòîòèêà äâóêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñî
ñëàáîé îñîáåííîñòüþ

Èíòåãðàëû ïî ïîëóïëîñêîñòè ñ íåâûðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé

òî÷êîé ôàçîâîé ôóíêöèè ýêñïîíåíòû

Çäåñü ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà:

I =

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄
l − n

exp(−i(n2 + n̄2)),

ïðè |l| → ∞, ãäå îáëàñòü Ω+ = {l + l̄ − i(l − l̄) > 0}.
Òåîðåìà 25. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà I ïðè |l| → ∞ èìååò âèä:

I = −2iπ
exp(−i(l2 + l̄2))

2il
− 3iπ

2l̄
+ O(|l|−2) ïðè l ∈ Ω+;

I = −iπ
2l̄

+ O(|l|−2) ïðè l 6∈ Ω+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà l ∈ Ω+. Ðàçîáüåì îáëàñòü
Ω+ íà òðè ïîäîáëàñòè: Ω+

1 = {Ω+\{[|n| ≤ |l|/2] ∪ [|n − l| < ε]}} � ýòà
îáëàñòü íå ñîäåðæèò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ôàçû ýêñïîíåíòû è îñîáåí-
íîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè; Ω+

2 = {Ω+\[|n| ≥ |l|/2]} � ýòà îáëàñòü
ñîäåðæèò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ôàçû ýêñïîíåíòû; Ω+

3 = {|n − l| < ε} �
îáëàñòü, â êîòîðîé ëåæèò îñîáåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω+
1 âîçüìåì ïî ÷àñòÿì, èíòåãðèðóÿ ýêñïîíåíòó

ïî ïåðåìåííîé n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:∫ ∫
Ω+

1

dn ∧ dn̄
l − n

exp(−i(n2 + n̄2)) =

∫
∂Ω+

1

dn̄

l − n

exp(−i(n2 + n̄2))

−2in
−

−
∫ ∫

Ω+
1

dn ∧ dn̄
l − n

exp(−i(n2 + n̄2))

2in2
. (7.1)

Ãðàíèöà îáëàñòè Ω+
1 ñîñòîèò èç áîëüøîé ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðè

R → ∞, îêðóæíîñòè ðàäèóñà ε âîêðóã òî÷êè l = n, ïîëóîêðóæíîñòè
ðàäèóñà |l|/2 è äâóõ îòðåçêîâ � îòðåçêà
[R exp(3iπ/4), |l| exp(3iπ)/2] è îòðåçêà [|l| exp(−iπ/4)/2, R exp(3iπ)].
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû ïî ýëåìåíòàì ãðàíèöû îáëàñòè Ω+
1 . Èíòåãðàë

ïî áîëüøîé ïîëóîêðóæíîñòè ïðè R → ∞ ðàâåí íóëþ. Èíòåãðàë ïî ïî-
ëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà |l|/2 èìååò ïîðÿäîê |l|−3 (èç-çà îñöèëëÿöèé ýêñ-
ïîíåíòû è ìàëîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè). Èíòåãðàë ïî îêðóæíî-
ñòè âîêðóã òî÷êè n = l áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïðåäåëå ïðè ε → 0

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âû÷åò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, óìíîæåííûé
íà 2iπ. Èíòåãðàë ïî îñòàâøèìñÿ îòðåçêàì: [R exp(3iπ/4), |l| exp(3iπ)/2]

è [|l| exp(−iπ/4)/2, R exp(3iπ)] (îáîçíà÷èì èõ îáúåäèíåíèå ÷åðåç L) â ðå-
çóëüòàòå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:∫

n∈L

dn̄

−2in(l − n)
=

exp(3iπ/4)

−2il̄

∫
|λ|≥|l|/2

dλ

l̄ − λ exp(iπ/4)
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (7.1) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(|l|−3).
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî Ω+

2 . Ïðåäñòàâèì:
1

l − n
=

1

l̄

(
1 +

n̄

l − n

)
.

Òîãäà èíòåãðàë ïî Ω+
2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

I2 =

∫ ∫
Ω+

2

dn ∧ dn̄
l − n

exp(−i(n2 + n̄2)) =

=
1

l̄

∫ ∫
Ω+

2

dn ∧ dn̄
l − n

exp(−i(n2 + n̄2))+

+
1

l̄

∫ ∫
Ω+

2

dn ∧ dn̄
l − n

n̄ exp(−i(n2 + n̄2)).

Çäåñü âòðîå ñëàãàåìîå âîçüìåì ïî ÷àñòÿì, èíòåãðèðóÿ ýêñïîíåíòó ïî ïå-
ðåìåííîé n̄. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì:

I2 =
1

l̄

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄ exp(−i(n2 + n̄2)) +

+
1

2il̄

∫ |l| exp(−iπ/4)/2

|l| exp(3iπ/4)/2

dn

l − n
+ O(|l|−2).

Èíòåãðàë ïî Ω+
3 ïðè ε→ 0 ðàâåí íóëþ.

Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå àñèìïòîòèêè:

I = −2iπ
exp(−i(l2 + l̄2))

2il
+

exp(iπ/2)

2il̄

∫ ∞

−∞

dλ

l̄ exp(−iπ/4)− λ
+
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1

2il̄

∫
Ω+

dn ∧ dn̄ exp(−i(n2 + n̄2)) +O(|l|−2).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âòîðîå äîêà-
çûâàåòñÿ òàê æå, ñëåäóåò òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå l 6∈ Ω+ è íåò
âêëàäà èíòåãðàëà âîêðóã îáëàñòè Ω+

3 .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ñ âûðîæäåííîé ôàçîâîé ôóíêöèåé

Â ýòîé ÷àñòè ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïðè |p| → ∞ èíòåãðàëà

W+ =

∫ ∫
Ω+

dr ∧ dr̄
p− r

exp(−iω(r)), (7.2)

ãäå Ω± = ±<(p) > 0.
Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 26. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà (7.2) ãäå ω(p) = 4(p3+p̄3)−v2(p+

p̄), ïðè |p| → ∞ è |p± v√
12
| ≥ 0 èìååò âèä:

W+ =



1
p̄
φ+

00(v
2) + 1

p̄2
φ+

01(v
2) + πi

12p̄2
+ 2πi exp(−iω(p))

12p2
+

+O(|p|−3 + |v|2|p|−2), ïðè p ∈ Ω+;

1
p̄
φ+

00(v
2) + 1

p̄2
φ+

01(v
2)− πi

12p̄2
+

+O(|p|−3 + |v|2|p|−2), ïðè p 6∈ Ω+.

(7.3)

Çäåñü

φ±jk =

∫ ∫
Ω±
dr ∧ dr̄ rj r̄k exp(−iω(r)).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â âèäå:

W+ =
1

p̄

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄ exp(−iω(n)) +

+
1

p̄2

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄ exp(−iω(n))n̄ +

+
v2

12p̄2

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄
p− n

n̄2 exp(−iω(n)) +

+
1

12p̄2

∫ ∫
Ω+

dn ∧ dn̄
p− n

(12n̄2 − v2) exp(−iω(n)).
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Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïî ïåðåìåííîé n ýêñ-
ïîíåíòó, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

W+ =
1

p̄
φ+

00(v
2) +

1

p̄2
φ+

01(v
2) +

+
1

12p̄2

∫
∂Ω+

dn̄

p− n

(12n̄2 − v2) exp(−iω(n)))

(−i)(12n2 − v2)
+O(|p|−3 + |v|2|p|−2).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω+. Îí ñêëàäûâàåòñÿ èç èíòå-
ãðàëîâ ïî ìíèìîé îñè <(r) = 0, ïî ïîëîâèíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðè
R→∞, <(r) > 0 è ïî îêðóæíîñòè |p− r| = ε ïðè ε→ 0 (åñëè p ∈ Ω+).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî áîëüøîé ïîëóîêðóæíîñòè ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Åùå îäèí äâóêðàòíûé èíòåãðàë, àñèìïòîòèêà êîòîðîãî íåîáõîäèìà â
âû÷èñëåíèÿõ ï.3:

U+ =

∫ ∫
Ω+

dr ∧ dr̄
p− r

r̄ exp(−iω(r)).

Åãî àñèìïòîòèêà âû÷èñëÿåòñÿ òàê æå, êàê àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà (7.2)
è ïðè |p| → ∞ |p± v| ≥ 0 èìååò âèä:

U =


1
p̄
φ+

10(v
2) + 2iπ 1

12ip
exp(−iω(p)) + πi

12p̄
+ 2πi exp(−iω(p))

12p2
+

+O(|p|−2 + |v|2|p|−2), ïðè p ∈ Ω+;

1
p̄
φ+

10(v
2)− πi

12p̄
+O(|p|−2 + |v|2|p|−2), ïðè p 6∈ Ω+.

7.1.1 Ñâåäåíèå ÷åòûðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà ê äâóêðàò-

íîìó

Ýòà ÷àñòü íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Çäåñü ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ,
ñâîäÿùèå ÷åòûðåõêðàòíûå èíòåãðàëû ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è
ïî ðàçëè÷íûì åå ïîëóïëîñêîñòÿì ê äâóêðàòíûì èíòåãðàëàì.

×åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ íåâû-

ðîæäåííûì ïîêàçàòåëåì îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòû

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë
J =

1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

1

2iπ
exp(−i(n2 + n̄2))×
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×
∫ ∫

C

dm ∧ dm̄
n−m

exp(i(m2 +m2))

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâîéíîé. Äëÿ ýòîãî â äâîéíîì èíòåãðàëå ïî n

ñäåëàåì çàìåíó: n−m = r, òîãäà J ïðèìåò âèä:

J =
1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

1

2iπ
×

×
∫ ∫

C

dr ∧ dr̄
r̄

exp(i(r2 + r̄2)) exp(−2i(rn+ rn)).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïî n̄, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå dn̄ è äèôôåðåí-
öèðóÿ ïî n̄ âñå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

J =
−1

4π2
lim
R→∞

∫
|n|=R

dnn̄

lj − n
×

×
∫ ∫

C

dr ∧ dr̄
r̄

exp(i(r2 + r̄2)) exp(−2i(rn+ rn)) +

+
1

2iπ
lim
ε→0

∫
|l−n|=ε

dnn̄

lj − n

1

2iπ
×

×
∫ ∫

C

dr ∧ dr̄
r̄

exp(i(r2 + r̄2)) exp(−2i(rn+ rn))−

− 1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj − n

n̄
1

2iπ
×

×
∫ ∫

C
dr ∧ dr̄(−2i) exp(i(r2 + r̄2)) exp(−2i(rn+ rn)).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ èç-çà áûñòðîé îñöèëëÿöèè ïî n ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè, âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ
âû÷åòó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè n = l, âíóòðåííèé èíòåãðàë â
òðåòüåì ñëàãàåìîì âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

J = l̄j
exp(i(l2j + l̄2j ))

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
lj −m

exp(−i(n2 + n̄2)) − exp(i(l2j + l̄2j )).
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×åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë ïî ðàçíûì ïîëóïëîñêîñòÿì ñ íåâû-

ðîæäåííûì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë:

J−+ =

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
l − n

exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×

×
∫ ∫

Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2)).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì èíòåãðèðóÿ ïî n̄:

J−+ =

∫
∂Ω−

dn

l − n
n̄

exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×

×
∫ ∫

Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2))−

−
∫ ∫

Ω−

dn ∧ dn̄
l − n

n̄
∂

∂n̄

exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×

×
∫ ∫

Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2)).

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé äàåò:

J−+ =

∫
∂Ω−

dn

l − n

n̄ exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×

×
∫ ∫

Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2))−

− 3

4

∫
∂Ω−

dn

l − n
exp(i(n2 + n̄2)).

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî ÷àñòè ãðàíèöû:

I = lim
R→∞

∫ R exp(3iπ/4)

R exp(−iπ/4)

dn

l − n

n̄ exp(i(n2 + n̄2))

2iπ
×∫ ∫

Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−i(m2 + m̄2)).

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî m, m̄ è n. Âíóòðåííèé èíòåãðàë
ïî n âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî:

lim
R→∞

∫ R exp(3iπ/4)

R exp(−iπ/4)

dn
n̄

(l − n)(n−m)
=

[
1
2

+ m̄
il−m̄ , ïðè l ∈ Ω+;

−1/2 ïðè l ∈ Ω+.
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Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äëÿ J−+ èíòåãðàëû ïî áîëüøîé ïîëóîêðóæ-
íîñòè |n| = R ïðè R→∞ ðàâíû íóëþ.

Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ J−+ çàâèñÿò îò l:

J−+ =


−5
4
iπ + il

∫ ∫
Ω+ dm ∧ dm̄ exp(−i(m2+m̄2))

il−m̄ , ïðè l ∈ Ω+;

−5
4
iπ + 3

2
iπ exp(i)l2 + l̄2))

−l̄ exp(i(l2 + l̄2))
∫ ∫

Ω+ dm ∧ dm̄ exp(−i(m2+m̄2))

l−m , ïðè l ∈ Ω−.

×åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë ñ âûðîæäåííîé ôóíêöèåé â ïîêàçà-

òåëå îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòû

Ñâåäåì ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë

J1 =

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))

∫ ∫
C

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−iω(m))

ê ñóììå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. Îáîçíà÷èì:

V (n, v2) =
exp(iω(n))

2iπ

∫ ∫
C

dr ∧ dr̄
n− r

exp(−iω(r)).

Äëÿ ôóíêöèè V (p, v2) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
∂V

∂n̄
= 12in̄ exp(iω(n))φ00(v

2) + 12i exp(iω(n))φ01(v
2).

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, ñäåëàâ çàìåíó ρ = n−r â èíòåãðàëå, ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå äëÿ V (n, v2) ïî n̄ è, çàòåì,
ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó: r = n− ρ.

Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî n̄ è n ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
èìååò âèä: ∫ ∫

C

dn ∧ dn̄
p− n

V (n, v2) = lim
R→∞

∫
|n|=R

dn n̄ V (n, v2)

p− n
+

+ lim
ε→0

∫
|p−n|=ε

dn n̄

p− n
V (n, v2) −

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− n

n̄
∂V (n, v2)

∂n̄
. (7.4)

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè V (n, v2) ïðè |n| → ∞ ïîëó÷åíà âûøå. Ïîäñòàíîâ-
êà ýòîé àñèìïòîòèêè â ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.4) äàåò
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íîëü. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.4) äàåò âû÷åò ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè â òî÷êå p, ïîìíîæåííûé íà 2iπ. Òîãäà ïîëó÷èì:

J1(p, v
2) = p̄ V (p, v2) − φ00(v

2) exp(iω(p))−

− 12iφ01(v
2)

1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− r

n̄ exp(iω(n)) +

+ iv2φ00(v
2)

1

2iπ

∫ ∫
C

dn ∧ dn̄
p− r

exp(iω(n)).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàë

J−+
1 =

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))

∫ ∫
Ω+

dm ∧ dm̄
n−m

exp(−iω(m)).

Çäåñü îòëè÷èå îò èíòåãðàëà J1 ñîñòîèò â äîáàâëåíèè â îòâåò èíòåãðà-
ëîâ ïî ãðàíèöàì îáëàñòåé Ω+ è Ω−. Ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:
ïðè p ∈ Ω+:

J−+
1 = −φ+

00(v
2) exp(iω(p)) +

+p̄ exp(iω(p))

∫ ∫
Ω+

dm ∧ dm̄
p−m

exp(−iω(m))−

−1

2

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

n̄ exp(iω(n)) +

+iv2φ+
00(v

2)
1

2iπ

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))−

−12iφ+
01(v

2)
1

2iπ

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

n̄ exp(iω(n));

ïðè p 6∈ Ω+:

J−+
1 = −φ+

00(v
2) + p

∫ ∫
Ω+

dm ∧ dm̄
p+ m̄

exp(−iω(m))−

−1

2

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

n̄ exp(iω(n))−

−iv2φ+
00(v

2)
1

2iπ

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

exp(iω(n))−

−12iφ+
01(v

2)
1

2iπ

∫ ∫
Ω−

dn ∧ dn̄
p− n

n̄ exp(iω(n)).



Ãëàâà 7. Àñèìïòîòèêè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ 182

7.2 Àñèìïòîòèêà ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà òè-
ïà Êîøè

Çäåñü ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà

I(z, t) = V.P.

∫
Rn

dnx
Ω(x) exp(itS(x, z))

p(x)
(7.5)

ïî áîëüøîìó ïàðàìåòðó t, ïðè z ∈ R; ôóíêöèÿ Ω(x) - ãîëîìîðôíàÿ
â îêðåñòíîñòè x ∈ Rn, áûñòðî óáûâàþùàÿ ïðè |xk| → ∞ äëÿ ∀k =

1, . . . , n; S(x, z) - àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî x.
Çàäà÷è î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ âñòðå÷àþòñÿ,

íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ðåøåíèé âîëíîâûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ôó-
ðüå. Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè âîçìóùåíèé ðàçìåðíîñòü n ñâÿçàíà íå ñòîëüêî
ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ, ñêîëüêî ñ íîìåðîì ïîïðàâêè â ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé : ÷åì áîëüøå
íîìåð ïîïðàâêè, òåì áîëüøå çíà÷åíèå n. Ïîõîæèé èíòåãðàë îïðåäåëÿåò
àñèìïòîòèêó íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà ïðè t→∞.

Ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñòàöèîíàðíûå òî÷-
êè ôàçû ýêñïîíåíòû è íóëè çíàìåíàòåëÿ. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ p(x) èìååò âèä:

p(x) =
N∏
j=1

pj(x), (7.6)

ãäå pj(x) - ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè èìåþò íóëè òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ìíîãîîáðàçèÿ pj(x) = 0 â Rn îáîçíà÷àþòñÿ Pj, èõ îáúåäèíåíèå : P =

∪jPj. Ìíîãîîáðàçèÿ Pj íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Â îäíîé òî÷êå
ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ Pj, òî åñòü, åñëè n < N , òîãäà:

∩n+1
k=1Pjk = ∅, äëÿ ∀jk = 1, . . . , N. (7.7)

Ìíîãîîáðàçèÿ Pj1...jk îïðåäåëÿþòñÿ òàê:
Pj1...jk = ∩kl=1Pjl .

Ôóíêöèÿ S(x, z) íà Pj1...jk êàê ôóíêöèÿ (n− k) ïåðåìåííûõ
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sj1...jk(x, z). Ñëåäóÿ [78], ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ýòîé
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ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè. Íèæå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ∀l 6= j1 . . . jk, ïðè ∀k = 0, . . . , n− 1 âûïîëíåíî
óñëîâèå [87], c.205 :

(∂pl
Sj1...jk = 0) ∩ Pj1...jkl − (n− k − 1)− ìåðíî ïðåíåáðåæèìî. (7.8)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñëîâèå (7.8) îçíà÷àåò, ÷òî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
ôàçû S íå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè çíàìåíàòåëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
â (7.5). Â ñëó÷àå n = 2 óñëîâèÿ (7.8) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì : âî-ïåðâûõ, - ëèíèè (∂pl

S = 0) è Pl ïåðåñåêàþòñÿ íà ìíîæåñòâå
ìåðû íóëü; âî-âòîðûõ, - ãðàíè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèé S1 è
S2 íå ñîâïàäàþò ñ íóëüìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì P12 = P1 ∩ P2.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìàõ 27 è 28.
Òåîðåìà 27. Ïóñòü äëÿ èíòåãðàëà (7.5) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7.7), (7.8),

òîãäà:

1) åñëè ∩nk=1Pjk = {x(g)}Gg=1, x ∈ R, òî:

I =
G∑
g=1

ag exp(itS(x(g), z) +O(t−γ),

ãäå γ = const > 0,

ag = ±Ng(iπ)n
∂(x1, . . . , xn)

∂(pj1 . . . pjn)

Ω(x)

pjn+1 . . . pjN
|x=xg ,

x(g) ∈ Pj1...jn , çíàê ïëþñ ñòàâèòñÿ, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (x1, . . . , xn) 7→
(pj1 , . . . , pjn) ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ è ìèíóñ - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Öåëîå ÷èñëî Ng îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (7.23).

2) Åñëè ∩nk=1Pjk = ∅, äëÿ ∀jk = 1, . . . , N òî:

I = O(t−γ).

Òåîðåìà 27 äàåò îòâåò íå äëÿ âñåõ z ∈ R. Ïðè èçìåíåíèè z ìîæåò
íàðóøèòüñÿ óñëîâèå (7.8). Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, ïðèâå-
äåííûå çäåñü, íåðàâíîìåðíû ïî z. Ïîñòðîèì ðàâíîìåðíóþ àñèìïòîòèêó
èíòåãðàëà âèäà (7.5) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z0, ãäå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå



Ãëàâà 7. Àñèìïòîòèêè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ 184

(7.8). Äëÿ ýòîãî çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà (7.5) îò ïàðàìåòðà ðàññìîòðèì
ïðè ñïåöèàëüíîì âèäå ôàçû ýêñïîíåíòû:

S(x, z) =
n−1∑
k=1

(xk − 1)2 + (xn − z)2; (7.9)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî N = n â (7.6), è, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Pj ïåðå-
ñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå:

∩nj=1Pj = 0. (7.10)
Çäåñü óñëîâèå (7.8) íàðóøàåòñÿ ïðè z = 0. Âíå ýòîé òî÷êè àñèìïòîòèêà
èíòåãðàëà îïèñàíà â òåîðåìå (7.5). Ïîâåäåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè-
êè èíòåãðàëà âáëèçè z = 0 ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà 28. Ïóñòü âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S(x, z) ïî x è

ãðàíè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè S(x, z) íà âñåõ ìíîãîîáðàçèÿõ Pj1...jk ,

ãäå k = 1, . . . , n− 1 íåâûðîæäåíû, òîãäà àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà (7.5)

ïî t ïðè óñëîâèÿõ (7.9), (7.10) ïðè z
√
t = O(1) èìååò âèä:

I(x, z) = B exp(it(n− 1)) exp(itz2)Φ(z
√
t) +O(t−1/2), (7.11)

ãäå B = const, Φ(y) =
∫ y

0
dv exp(−iv2) - èíòåãðàë Ôðåíåëÿ.

Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ (7.5) èññëåäîâàëàñü â [78]. Â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå â [78] ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà ôàçà ýêñïîíåíòû èìååò
òîëüêî ãðàíè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, è ìíîãîîáðàçèÿ Pj íå èìåþò òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Ñëó÷àé, êîãäà ïîëþñ èíòåãðàëà ñëèâàåòñÿ ñî ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êîé ôàçû ýêñïîíåíòû, èññëåäîâàí äëÿ èíòåãðàëà (7.5) ïðè
n=1, p=x, S(x) = (x− z)2. Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè, â ýòîé ñèòóàöèè,
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó Ôðåíåëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Âî-ïåðâûõ,- ìíîãîîáðàçèÿ
Pj ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, âî-âòîðûõ,- ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
ãðàíè÷íàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôàçû ýêñïîíåíòû ñëèâàåòñÿ ñ ïîëþñîì
ïîðÿäêà n â n-ìåðíîì èíòåãðàëå.

Çäåñü â ÿâíîì âèäå ïðèâîäèòñÿ ãëàâíûé, îãðàíè÷åííûé ÷ëåí àñèìïòî-
òèêè èíòåãðàëà (7.5). Âû÷èñëåíèå âûñøèõ ïîïðàâîê ñâîäèòñÿ ê ïîñòðî-
åíèþ àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé è
ãîëîìîðôíûìè ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Àñèìïòîòèêè òàêèõ èí-
òåãðàëîâ èññëåäîâàíû â [78, 4].
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7.2.1 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Êîøè

Çäåñü ôîðìóëèðóþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ [78]:

V.P.

∫
L

[ω
p

]
= lim

ε→0

∫
L\|p|>ε

[ω
p

]
, (7.12)

ãäå L - n- ìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, âîçìîæíî, ñ ïñåâäîêðàåì
[87], c.215; ω = Ω(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn - ãîëîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà â îêðåñòíîñòè L. Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî
L\|p| ≤ ε ñóùåñòâóåò.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà (7.12) ïðè L = Rn îáñóæäàëèñü
â [83]. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî - óñëîâèÿ (7.6), (7.7) íà ìíîãîîáðàçèÿ Pj è
òðåáîâàíèå, ÷òîáû Pj íàõîäèëèñü â îáùåì ïîëîæåíèè.

Çäåñü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà êðàé bL - ïñåâäîìíîãî-
îáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − 1; áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ∀k = 1, . . . , n − 1

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

bL ∩ Pj1...jk − (n− k)− ìåðíî ïðåíåáðåæèìî. (7.13)

Ïîÿñíèì ñìûñë óñëîâèÿ (7.13). Åñëè n = 1 è L - îòðåçîê, òîãäà íóëü çíà-
ìåíàòåëÿ íå äîëæåí ñîâïàäàòü ñ êîíöîì îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè
n = 2 è L - êóñîê ïëîñêîñòè, òîãäà, âî-ïåðâûõ, - ïåðåñå÷åíèå P1 è P2 ñ
êðàåì íóëüìåðíî, âî-âòîðûõ, - íóëüìåðíîå ìíîãîîáðàçèå P12 íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ êðàåì bL.

Ìíîæåñòâî âñåõ Pj1...jk íà ìíîãîîáðàçèè L ðàçäåëèì íà äâà. ×åðåç
µk(L) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ Pj1...jk , ÷òî Pj1...jk ∩ Pl ∩ L = ∅ äëÿ
∀l 6= j1, . . . , jk. Ìíîæåñòâî Pj1...jk , íåóäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç νk(L).
Ëåììà 18. Ïóñòü L n- ìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïñåâäî-

êðàåì bL, ω = Ω(x)dx1∧· · ·∧dxn - ãîëîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

â îêðåñòíîñòè L, èíòåãðàë îò ω/p ïî L\|p| ≤ ε ñóùåñòâóåò ïðè ∀ε > 0

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7.7), (7.13). Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë (7.12) è

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà :
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V.P.
∫
L

ω
p(x)

=
∫
L

ω
p(x)

−

−
∑n−1

k=1(iπ)k
[∑

νk(L) V.P.
∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
ω
p

]
+

+
∑

µk(L)

∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
ω
p

]]
− (iπ)n

∑
µn(L) res

n
Pj1...jk

[
ω
p

] (7.14)

Çäåñü L− � ïîâåðõíîñòü, îáõîäÿùàÿ íóëè p(x) ïî òîé ÷àñòè îáëàñòè

ãðàíèöû Ëåðå [83] âåùåñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ P , ãäå =(pj) ≤ 0, j =

1, . . . , N .

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ. ãðàíèöó Ëåðå ìíîãîîáðàçèÿ Pj1...jk∩L, òî åñòü ïîâåðõíîñòü |pjl| =
ε, ãäå l = 1, . . . , k íà L, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç δεPj1...jk

.
Çàìå÷àíèå 13. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîæíûå ãðàíèöû Ëåðå

ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé, ñîîòâåòñòâåííî ñëîæíûé âû÷åò Ëåðå

ñòåïåíè k èìååò âèä :

reskPj1...jk

[ω
p

]
=
∂(xl1 , . . . , xlk)

∂(pj1 , . . . , pjk)
Ω
dxlk+1

∧ · · · ∧ dxln
pjk+1

. . . pjN
,

ãäå ïðåîáðàçîâàíèå (x1, . . . , xn) 7→ (pj1 , . . . , pjk , xlk+1
, . . . , xn) ñîõðàíÿ-

åò îðèåíòàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lε(L), òó ÷àñòü îáúåäèíåíèÿ ãðà-
íèö Ëåðå, ãäå Im(pjl) < 0. Ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
x ∈ L\|p| ≤ 0 è x ∈ lε, îáîçíà÷èì ÷åðåç L.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë :

Iε =

∫
L\|p|>ε

[ω
p

]
==

∫
L

ω

p(x)
−
∫
lε(L)

ω

p(x)
.

Ïî óñëîâèþ ëåììû ïîäûíòåãðàëüíûå ôîðìû ãîëîìîðôíû â îêðåñòíîñòè
L, òîãäà èíòåãðàë (7.12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå :

V.P.

∫
L

[ω
p

]
=

∫
L

ω

p(x)
− lim

ε→0

∫
lε(L)

ω

p(x)
. (7.15)
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Èç ôîðìóëû äëÿ ñëîæíûõ âû÷åòîâ [2], ñ.150 ïîëó÷èì :

limε→0

∫
lε(L)

ω
p(x)

=
∑n−1

k=1(iπ)k
[∑

νk(L) V.P.
∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
ω
p

]
+

+
∑

µk(L)

∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
ω
p

]]
− (iπ)n

∑
µn(L) resnPj1...jn

[
ω
p

]
. (7.16)

Èç (7.15) (7.16) ñëåäóåò ôîðìóëà (7.14).
Ôîðìóëà (7.14) ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè n-ìåðíîãî

èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè èí-
òåãðàëîâ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïåðåéäåì
ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (7.12). Â ôîðìóëå (7.14) èíòå-
ãðàëû ïî ìíîãîîáðàçèÿì èç ìíîæåñòâà µk(L) è ïî L ñóùåñòâóþò â ñèëó
óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè íà L.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî ìíîãîîáðàçè-
ÿì èç ìíîæåñòâà νk(L). Â ñèëó óñëîâèÿ (3.3) âñå Pj1...jk èç νk(L) ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîîáðàçèÿìè, âîçìîæíî, ñ ïñåâäîêðàåì bPj1...jk = bL∩Pj1...jk , ðàçìåð-
íîñòè (n − k − 1). Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ ïñåâäîêðàÿ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ
âûïîëíåíî óñëîâèå (7.13) :

bPj1...jk ∩ Pl1...lm = bL ∩ Pj1...jk ∩ Pl1...lm =

= bL ∩ Pj1...jkl1...lm − (n− (k +m))-ìåðíî ïðåíåáðåæèìî.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî Pj1...jm ∈ νk(L) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû
18. Äëÿ Pj1...jm òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëó (7.14). Ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿÿ (7.14) ê ìíîãîîáðàçèÿì èç ìíîæåñòâà νk(L), ïîëó÷èì ñóììó èí-
òåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòÿì, îáõîäÿùèì íóëè çíàìåíàòåëÿ ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôîðìû â (7.12), ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ìíîãîîáðàçèÿì èç ìíîæåñòâà
νk(L) è ñóììó âû÷åòîâ ïîðÿäêà n. Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû îãðàíè÷åí.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (7.12) ñóùåñòâóåò. Ëåììà äîêàçàíà.

Êðîìå ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí ðåçóëüòàò, íåñêîëüêî îáîáùà-
þùèé ëåììó 18.
Ëåììà 19. Ïóñòü µn(L) = 0, óñëîâèÿ ëåììû 18 íà êðàé bL è Pj1...jk íå

âûïîëíÿþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå : bL∩Pj1...jk = 0; ïóñòü ñóùåñòâóåò

èíòåãðàë îò φ = xnω íà L\|p| > ε ïðè ∀ε > 0. Òîãäà èíòåãðàë â ñìûñëå
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ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóåò, è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà :

V.P.
∫
L

φ
p(x)

=
∫
L−

φ
p(x)

−
∑n−1

k=1(iπ)k ×

×
[∑

νk(L) V.P.
∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
φ
p

]
+

+
∑

µk(L)

∫
Pj1...jk

reskPj1...jk

[
φ
p

]]
. (7.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîðÿäîê îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôîðìû â
òî÷êå x = 0 ðàâåí (n − 1). Ïîýòîìó âû÷åò ïîðÿäêà n â òî÷êå x = 0 ðà-
âåí íóëþ. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (7.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (7.17). Åñëè
k 6= n− 1, òîãäà áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü (7.17), ïîíèæàÿ ðàç-
ìåðíîñòü èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷èì ñóììó èíòå-
ãðàëîâ îò ãîëîìîðôíûõ ôîðì. Ïðè÷åì, åñëè k = n−1, òîãäà èíòåãðàë
íå èìååò îñîáåííîñòè ( â òî÷êå x = 0 ôîðìà φ îáðàùàåòñÿ â
íóëü) è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åí. Òî åñòü îãðàíè÷åí è èíòåãðàë â ïðà-
âîé ÷àñòè (7.17). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

7.2.2 Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ïðè z = const

Â ýòîì ïóíêòå èññëåäóåòñÿ èíòåãðàë (7.5) â, òàê íàçûâàåìîì, ñëó÷àå îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ. Íàøà öåëü - ïðåäñòàâèòü (7.5) â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ
ïî ïîâåðõíîñòè, îáõîäÿùåé îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè,
è èíòåãðàëîâ (âîçìîæíî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ) ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè. Äàëåå áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàòü ðàçìåðíîñòü èíòåãðàëîâ
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ñóììà èí-
òåãðàëîâ áåç îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè èëè îäíîìåðíûé
èíòåãðàë Êîøè. Çàòåì ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû [78, 4].

Ñëåäóÿ [4], äîïóñòèìîé áóäåì íàçûâàòü òàêóþ îáëàñòü íåêîòîðîãî
ìíîãîîáðàçèÿ L, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå <(iS)|x∈L ≤ 0.
Ëåììà 20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 18 è óñëîâèÿ (7.7), (7.8),
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òîãäà :

V.P.
∫
L

exp(itS)ω
p(x)

=
∫
L−

exp(itS)ω
p(x)

−
∑n−1

k=1(iπ)k ×

×
[∑

νk(L) V.P.
∫
Pj1...jk

∩L exp(itS)reskPj1...jk

[
ω
p

]∏k
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]
+

+
∑

µk(L)

∫
Pj1...jk

∩L exp(itS)reskPj1...jk

[
ω
p

]∏k
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]]

−
∑

µn(L)(iπ)nresnPj1...jn

[
ω
p

][
exp(itS)

∏n
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]]
|Pj1...jn

. (7.18)

Çäåñü L− - êîíòóð, îáõîäÿùèé íóëè p(x) ïî äîïóñòèìîé îáëàñòè ãðàíè-

öû Ëåðå âåùåñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ P ; Pjl ∈ µk(L) ∪ νk(L).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî ëåììå 18 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû 27 èíòåãðàë (7.5) ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Iε =

∫
L−

exp(itS)ω

p(x)
−
∫
l−ε

exp(itS)ω

p(x)
, (7.19)

çäåñü L− - êîíòóð, îáõîäÿùèé íóëè p(x) ïî äîïóñòèìîé îáëàñòè ãðàíèöû
Ëåðå âåùåñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ P , l−ε - äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ãðàíèöû
Ëåðå âåùåñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ P .

Ïóñòü â èíòåãðàëå Iε ε→ 0. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î ñëîæ-
íûõ âû÷åòàõ [2], c.150 ïîëó÷èì èíòåãðàëû ïðàâîé ÷àñòè (7.18). Ëåììà
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 27. Ïðèìåíèì ëåììó 20 ê èíòåãðàëó
(7.5). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó (7.18). Â ïåðâîì ñëàãàåìîì, èí-
òåãðàëå ïî L−, ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò îñîáåííîñòè ïî äî-
ïóñòèìûì îáëàñòÿì. Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç R(t). Àñèìïòîòèêà
ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ ïîñòðîåíà â [4], c.221:

R =
M∑
m=1

t−γm exp(itS(x(m), z))
∞∑

αm=0

n−1∑
k=0

amαk
t−αm(ln t)k, (7.20)

ãäå x(m) - ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, γm - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, αm
- îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè
ôàçû ïîäûíòåãðàëüíûõ ýêñïîíåíò íå èìåþò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òîãäà:

R = O(t−M), äëÿ∀m ∈ N, ïðè t→∞. (7.21)
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Ïîäûíòåãðàëüíûå ôîðìû â èíòåãðàëàõ ïî ìíîãîîáðàçèÿì èç ìíî-
æåñòâà µk(Rn) íå ñîäåðæàò îñîáåííîñòåé. Ñòðóêòóðà àñèìïòîòèêè ýòèõ
èíòåãðàëîâ àíàëîãè÷íà (7.20), åñëè èìåþòñÿ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôàçû
ïîäûíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòû, è (7.21) - åñëè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íåò.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî Pj1...jk ∈ νk(Rn), ∀k = 1, . . . , n− 1.

IνPj1...jk
= V.P.

∫
Pj1...jk

exp(itS)
k∏
l=1

sgn[∂pjl
S
]reskPj1...jk

[ω
p

]
.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 27 (∂pl
Sj1...jk = 0) ∩ Pj1...jkl - (n − k − 1)-ìåðíî ïðå-

íåáðåæèìî äëÿ ∀l 6= j1, . . . , jn. Ïîýòîìó èíòåãðàë ìîæíî ðàçáèòü íà ñóì-
ìó èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòÿì çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè ∂pl

Sj1...jk , ãäå
Pj1...jkl 6= ∅. Â ñèëó ëåììû 18 êàæäûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóåò. Ê
êàæäîìó èç ïîëó÷èâøèõñÿ èíòåãðàëîâ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ åùå
ðàç ïðèìåíèì ôîðìóëó (7.18). Â ðåçóëüòàòå ðàçìåðíîñòü èíòåãðàëîâ â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïîíèçèòñÿ åùå íà åäèíèöó. Ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7.18) äëÿ èíòåãðàëîâ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

I 7→
∑n−1

k=1(iπ)kIνPj1...jkl
+

+(iπ)n
∑

µn
cj exp(itS)|x∈µnresnµn

[
ω
p

]∏n
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]
+

+O(t−γ) 7→ . . . 7→
7→
∑

µn(Rn)Ng exp(itS)|x∈µnresnµn

[
ω
p

]
+O(t−γ). (7.22)

Çäåñü âñå òî÷êè èç µn(Rn) çàíóìåðîâàíû èíäåêñîì g; öåëîå ÷èñëî Ng

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
Ng =

∏n
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]
+

+
∑n−1

k=1

∑
νk(Rn)

∏k
l=1 sgn

[
∂pjl

S
]∏n

m=k+1 sgn
[
∂pjm

Sj1...jk
]
. (7.23)

Â (7.22) ÷åðåç O(t−γ) îáîçíà÷åíà àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ îò ãîëîìîðô-
íûõ ôîðì. Ñàìè èíòåãðàëû äëÿ êðàòêîñòè íå ïðèâîäÿòñÿ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïîñ÷èòàòü âû÷åò Ëåðå ñòå-
ïåíè n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì îá îðèåíòàöèè ãðàíèöû èìååì:

resnPj1...jn

[ω
p

]
= ± ∂(x1, . . . , xn)

∂(pj1 , . . . , pjn)

Ω(x)

pjn+1 . . . pjN
|x=xg ,
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ãäå x(g) ∈ Pj1...jn , çíàê ïëþñ ñòàâèòñÿ, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå
(x1, . . . , xn) 7→ (pj1 , . . . , pjn) ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ è ìèíóñ - â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.22) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 27.

Îòäåëüíî ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ãðàíè÷-
íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ìíîãîîáðàçèÿõ
Pj1,...,jk , ãäå k = 1, . . . , n−1, x ∈ R íåâûðîæäåíû. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ îò ãîëîìîðôíûõ ôîðì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåçóëüòàòàìè [78].
Òåîðåìà 29. Ïóñòü âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè S(x, z) ïî x è

ãðàíè÷íûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè S(x, z) íà âñåõ ìíîãîîáðàçèÿõ Pj1...jk ,

ãäå k = 1, . . . , n− 1 íåâûðîæäåíû, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 27.

1) Åñëè ∩nk=1Pjk = {x(g)}Gg=1, x ∈ R, òîãäà:

I =
G∑
g=1

ag exp(itS(x(g), z)) +O(t−1/2).

2) Åñëè n > M = max(m), ãäå ∩mk=1Pjk 6= ∅, {x(g)
c } - íàáîð ãðàíè÷-

íûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè S(x, z) ïî x íà âñåõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Pj1...jM , jk = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,M òîãäà:

I = t−(n−M)/2

G∑
g=1

bg exp(itS(x(g)
c , z)) +O(t−(n−M)).

7.2.3 Ðàâíîìåðíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 28. Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé ïðèåì [78]:
ïðîäèôôåðåíöèðóåì èíòåãðàë I(t, z) ïî z:

∂zI = −V.P.
∫

Rn

dnx
Ω(x)2it(xn − z) exp(itS(x, z))

p(x)
=

= 2itzI − 2itV.P.

∫
Rn

dnx
Ω(x)xn exp(itS(x, z))

p(x)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

∂zI − 2itzI = −2itJ,
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ãäå
J(z, t) = V.P.

∫
Rn

dnx
Ω(x)xn exp(itS(x, z))

p(x)
.

Çàìåíèì ïåðåìåííóþ z íà y = z
√
t. Â ðåçóëüòàòå äëÿ I(x, z) ïîëó÷èì

óðàâíåíèå:
∂yI − 2iyI = −2i

√
tJ(y, t). (7.24)

Ôóíêöèÿ J(y, t) â ïðàâîé ÷àñòè (7.24) èìååò âèä :

J(y, t) = exp(iy2) ×

×V.P.
∫

Rn

dnx
Ω(x)xn exp(it

∑n−1
k=1(xk − 1)2 + i(tx2

n + 2xny
√
t))

p(x)
.

Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ïðàâîé ÷àñòè (7.24). Çäåñü ìîãóò áûòü äâà
ñëó÷àÿ. Âî-ïåðâûõ,- pj(x) ≡ xn äëÿ íåêîòîðîãî j, òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àñèìïòîòèêè J ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 29 è

J(y, t) = t−1/2 exp(it(n− 1))b+O(t−1).

Âî-âòîðûõ, - pj(x) 6≡ xn äëÿ ∀j = 1, . . . , n. Ýòîò ñëó÷àé áîëåå îáùèé.
Çäåñü íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 29, òàê êàê ïðè
y = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7.8). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êå x = 0

àìïëèòóäà xnΩ = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè
èíòåãðàëà J(y, t) ðàâíîìåðíî ïî y. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
28, òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

J(y, t) = exp(iy2)
∫
L−

exp(itψ(x;y,t))φ
p(x)

=
∫
L−

exp(iψ(x;y,t))φ
p(x)

−

−
∑n−1

k=1(iπ)k
[∑

νk(L) V.P.
∫
Pj1...jk

∩L exp(itψ(x; y, t))×

×reskPj1...jk

[
φ
p

]∏k
l=1 sgn

[
∂pjl

ψ(x; y, t)
]
+

+
∑

µk(L)

∫
Pj1...jk

∩L exp(itψ(x; y, t))reskPj1...jk

[
φ
p

]
×

×
∏k

l=1 sgn
[
∂pjl

ψ(x; y, t)
]]
. (7.25)

Çäåñü L = Rn, ôàçà ýêñïîíåíòû : ψ(x; y, t) = t
∑n−1

k=1(xk − 1)2 + i(tx2
n +

2xny
√
t)), äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà φ = xnω, ãäå Ω áûñòðî óáûâàåò ïðè

|x| → ∞ â îêðåñòíîñòè x ∈ Rn.
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Ôîðìóëà (7.25) î ïîíèæåíèè ïîðÿäêà èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ôîðìóëà (7.18). Îíà âåðíà íå òîëü-
êî äëÿ L = Rn, íî è äëÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïñåâäîêðàåì, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì ëåììû 19. Ïîñëåäîâàòåëüíî åå ïðèìåíÿÿ, ïîëó÷èì,
ñîãëàñíî ëåììå 19, ñóììó ðèìàíîâûõ èíòåãðàëîâ. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
28 ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôàç ïîäûíòåãðàëüíûõ ýêñïîíåíò íåâûðîæäåíû,
òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ [78] ñëåäóåò ðàâåíñòâî :

J(y, t) = t−1/2 exp(it(n− 1))b1 +O(t−1).

Ïîäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â óðàâíåíèå (7.24):

∂yI − 2iyI = −2i exp(it(n− 1))b1 +O(t−1/2).

Àñèìïòîòèêà ïî t ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (7.11), ãäå B =

−b1. Òåîðåìà 28 äîêàçàíà.
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